TOPOGRAFIA



INFORMAZIONI GENERALI

L'insegnamento della Topografia e rivolto agli studenti dei Corsi di Laurea in TRT e
Tecnologie Forestali ed Ambientali.

Il corso ha una durata complessiva di circa 60 ore suddivise in 40 ore settimanali dedicate alle
lezioni teoriche e 20 alle esercitazioni pratiche di laboratorio.

Per facilitare lo studente nel lavoro di apprendimento di questa disciplina vengono fornite
gueste dispense redatte dai docenti: A. Vettore, G. Guarnieri, F. Pirotti.

Per approfondire alcuni argomenti sono inoltre consigliati i seguenti libri di testo:
-G. Bezoari, C. Monti, A. Selvini (1992) - Topografia e Cartografia - Hoepli - Ml
-F. Sanso (1990) - Il Trattamento Statistico delle Misure - CLUP — Ml



INTRODUZIONE AL CORSO

Latopografiastudiagli strumenti ei metodi operativi di calcolo e di disegno che servono per
determinare laformaele dimensioni di un oggetto.
Si tratta di una scienza applicata che potrebbe anche essere chiamata Geometria applicata.
Latopografl atraelebas scientifiche:
dallageometria per la definizione delle operazioni
dalla statistica matematica per |'uso critico del risultati delle misure
dallafiscaedal'eettronicaper i principi di funzionamento degli strumenti di misura
dal calcolo numerico per la soluzione dei complessi problemi di calcolo con gli elaboratori
elettronici.

L'oggetto piu comune del rilievo topografico € la superficie fisica terrestre e su questo oggetto
concentreremo |'attenzione durante questo corso.

Resta inteso che quanto verraillustrato relativamente d rilevamento della superficie fisica terrestre
puo essere utilizzato, facendo opportuni adeguamenti, per il rilevamento di un qualsias altro
oggetto (ad esempio grandi strutture quali dighe, ponti e gallerie oppure piccoli oggetti quali edifici,
monumenti, reperti archeologici, ecc.)

L'ingegnere che opera sul territorio necessita di questo strumento di conoscenza della realta
geometrica in quanto rappresenta la figura professionale che piu direttamente interagisce con il
territorio sia modificando la morfologia naturale del terreno che inserendo le infrastrutture
artificiali.

L'uso dellatopografia pud essere distinto in due fasi:
> fase conoscitiva: dalla conoscenza della morfologia del terreno sul quale andra a operare,
I'ingegnere ricavatutte le informazioni necessarie a progetto dell'intervento siada un punto
di vistatecnico siadaun punto di vista economico:
> faseinterattiva: progettato |'intervento I'ingegnere deve localizzarlo con precisione sul
terreno.
E chiaro che un errorein unasola di queste fas implicail completo fallimento di tutto I'intervento.
E per questo motivo che lo studio dei principi dellatopografia & obbligatorio per gli alievi dei corsi
di Laurea in discipline tecniche.

Il corso cheiniziarne vuole fornire gli elementi necessari per mettere in condizione il futuro
ingegnere di organizzare e verificare le operazioni di rilievo e di tracciamento topografico. Per
raggiungere questo scopo e necessario studiare:

a) laformadellaterra(Geodesia)

b) larappresentazione pianadel terreno (Cartografia)

e) metodi e strumenti per determinare la forma del terreno e per localizzarne punti
caratteristici (Teoria strumentale e metodologie di rilievo e tracciamento)

d) metodi statistici per stabilire il grado di affidabilita e gli errori attesi dalle operazioni
topografiche (Statistica).

Eventuali approfondimenti su alcuni aspetti che verranno solo accennati durante il corso vengono
forniti nei cors di Cartografia Numericae GIS e di Telerilevamento.



1.1. PROBLEMA DELLA RAPPRESENTAZIONE DEL TERRENO

La superficie fisica terrestre con i manufatti costruiti dall'uomo ha una forma molto irregolare e
discontinua e quindi non definibile analiticamente in modo esatto.

In questo modo diventa praticamente impossibile stabilire la posizione relativa o assoluta di punti,
calcolare aree 0 misurare distanze e angoli direttamente sulla superficie terrestre.

E' necessario sogtituire la superficie fisica della terra con una superficie di riferimento che, pure
approssimandola nel migliore dei modi, presenti le caratteristiche di regolarita, continuita e
levigatezza tai da consentirne I'impiego nellatrattazione matematica.

La superficie di riferimento ideale viene chiamata geoide ed e definita come la superficie che in
ogni suo punto € normale alladirezione dellaverticale (= lineadi forzadel campo gravitazionale).

Fig. 1.1 - Superficiefisicaterrestre e geoide

Su questa superficie di riferimento (geoide) i punti del terreno verranno proiettati secondo una
regola precisa.

Ogni punto sara dunque univocamente determinato da una coppia di coordinate curvilinee che ne
definiranno la posizione sulla superficie di riferimento e dalla distanza trail punto reale e la sua
proiezione. La distanza tra superficie fisicaterrestre e il geoide € chiamata quota ed &
misurata lungo la verticale.

Con queste premesse si puo delineare la seguente procedura di rilievo e di rappresentazione della
superficiefisicaterrestre:

poichéil terreno ha unaforma molto complessa, bisognera descriverlo con un numero
limitato ma sufficiente di punti (ad esempio un edificio rettangolare € individuato mediante i
suoi quattro vertici);

ogni punto fisico dovra essere proiettato sul geoide lungo laverticae;

la posizione relativa dei punti sul geoide sara determinata attraverso la misura di
angoli e distanze che dovranno aloro volta essere definiti in quanto il geoide € una
superficie curva;

la posizione dei punti proiettati sul geoide sara definita mediante una coppia di
coordinate curvilinee (u, v); a questo Scopo € necessario conoscere I'equazione del geoide;
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Fig. 1.2 - Coordinate cartografiche e coordinate curvilinee

congiungendo opportunamente con linee i punti proiettati sul geoide e indicando accanto
la quota, s otterrala descrizione completa del terreno;

larappresentazione cosi ottenuta sara disegnata su un supporto curvo, mentre per gli us
pratici € piu conveniente un supporto piano; a questo scopo si potra stabilire una
corrispondenza biunivocatrale coordinate curvilinee (u, v) e unacoppiadi coordinate
piane: x = f1(u,v) y=f,(u,v)

Le operazioni di misuradi angoli e distanze prima descritte, non sono realizzabili praticamente in
quanto il geoide e una superficie ideale. Le misure devono invece essere eseguite sulla superficie
fiscaterrestre.

Come vedremo in seguito i metodi di misura degli angoli e delle distanze che adotteremo saranno
tali dafornire gli stessi valori quali s sarebbero ottenuti direttamente sul geoide.

Per gli stess motivi anche la misura diretta di una quota & impossibile, mai metodi di misura a
nostra disposizione permettono di ricavare i didlivelli ossia le differenze di quota tra punti della
superficiefisicaterrestre.

Le quote vengono definite allora collegando i punti mediante operazioni di livellazione che
determinano i didivelli: sara sufficiente che tra tutti i punti collegati ne esista uno di quota nota
per ricavare le quote di tutti gli altri.

Fatte queste considerazioni per ottenere il rilievo e |la rappresentazione della superficie fisica
terrestre occorre:

definire I'equazione del geoide

definireil sstemadi coordinate curvilinee u, v

definire lanatura degli angoli e delle distanze da misurare sul geoide

definireil modo per trasformare tali misure in coordinate curvilinee

definire il modo per trasformare le coordinate curvilinee in coordinate piane.



1.21. LAFORMA DELLA TERRA

La superficie effettiva della terra pud essere approssimata con divers criteri efinalita datre diverse
superfici:

1 superficie dlissoidica: e una figura astratta, di comodo, introdotta unicamente come supporto
matematico sul quale sviluppare analiticamente il rilievo della superficie effettiva. Essa non ha
alcunaredtafisicae non e pertanto accessibile in acun modo all'osservazione,

2. superficie dinamica teorica: € una particolare superficie di livello del campo teorico della
gravitaterrestre e cioé del campo gravitazionale che s avrebbe nell'ipotesi che laterrafosse un
corpo continuo, omogeneo e di densita uniforme, animato esclusivamente da un moto di
rotazione attorno al suo asse polare, con velocita angolare costante. Per quanto ancora di natura
ipotetica questa superficie € meno astratta della superficie ellissoidicain quanto e legata a entita
che hanno una effettivarealtafisica (il vettore g) e una assai prossima rispondenzaal vero.
Questa superficie é chiusa, liscia e privadi singolarita;

3. superficie dinamicareale: € una particolare superficie di livello del campo effettivo della
gravitaterrestre. Essa coincide conil pelo libero dei mari supposti in equilibrio e in assenza di
azioni perturbatrici locali (onde, maree, salinita, temperatura, ecc.), mentre sotto i continenti pud
immaginarsi continuata in canali ideali privi di attrito, nei quali I'acqua marinafluisce fino
all'equilibrio, hi questo modo |e curvature subiscono notevoli discontinuitain corrispondenza
delle linee di costa. La superficie € liscia e la sua forma e complessivamente sferoidale ma
presenta continue ondulazioni e gibbosita conseguenti alle variazioni locali di densita e di
dislocazione delle masse materiali. Si elevain corrispondenza del continenti e si abbassain
corrispondenza dei mari pur restando la sua curvatura globale ovunque positiva. Questa
superficie, cui Listing (1873) hadato il nome di geoide, ha dunque una sia pure approssimata
realta fisica per buona parte della sua estensione e puo essere materializzata in corrispondenza
di un mareografo (strumento atto afornire, attraverso un lungo periodo di osservazioni, il livello
medio del mare in un determinato punto della costa).

Per appropriati valori dei parametri che definiscono queste superfici e laloro posizione relativa, gl
scostamenti radiali sono assai piccoli (dell'ordine della decina di metri); per tale fatto € lecita, a
determinati fini ed entro certi limiti, la sostituzione di una superficie al'atra e in particolare
dell'élissoide @ geoide.
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Fig. 1.3 — Superfici di approssmazione dellaterra

Il fatto che la terra abbia forma sferoidale e assal prossma a un elissoide, pud essere teoricamente
giugtificato nell'ipotes di una primitiva fluidita della massa terrestre in rotazione che € andata
progressivamente diminuendo con il raffreddamento senza che ne risultassero eccessivamente aterate
le superfici di livello originarie.
Una massa fluida omogenea incompressibile, in quiete e isolata da ogni influenza esterna, le cui
molecole siano soggette unicamente alla reciproca attrazione newtoniana assume come
configurazione di equilibrio quella sferica (Liapounoff ha dimostrato che in queste ipotes la sfera
I'unica configurazione di equilibrio possibile).
Attribuendo a tale sfera un moto di rotazione di velocita angolare costante, essa si deforma in un
ellissoide di rotazione con semiasse minore coincidente con |'asse di rotazione a causa della forza
centrifuga. Questo ellissoide restain equilibrio relativo se la velocita angolare o € contenuta entro certi
limiti. Mac Laurin hadimostrato che cio é possibile se:
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ruotante.
Se w superatale valore non si hanno piu figure di equilibrio sferoidiche, masolo anulari come nel
caso del pianeta Saturno.

Quanto sopra detto € applicabile soltanto in via approssimata a problema della configurazione della
terra, in quanto:

> lamassaterrestre non €, e non € mai stata, un fluido ideale omogeneo;

> |e molecole della massa terrestre non sono solo soggette allaforza di attrazione gravitazionale e
allaforza centrifuga, ma anche alla attrazione newtoniana dei vari corpi celesti esterni allaterra
e alle forze originate dai numerosi moti da cui la terra @ animata’. Per contro I'entita di queste

forze nei confronti delle prime due € assai limitata e trascurarle non altera significativamente i
risultati primariportati.

! Questi moti sono: rivoluzione intorno al Sole, precessione degli equinozi, spostamento della linea degli apsidi,
migrazione dei poli terrestri, tradazione del sistema solare entro la Galassia, tradazione della Galassia, moto del sistema
terra- Lunaintorno a suo baricentro, variazione secolare dell'obliquita dell'asse terrestre, variazione secolare di
eccentricita ddll'orbita, perturbazioni planetarie, spostamento del baricentro del sistema solare nella Galassia, rotazione
dellaGalassia. Inoltre sono ancora da considerare le maree marine e della crosta conseguenti al'attrazione del Sole e
dellalLuna



1.3. DEFINIZIONE DELLA SUPERFICIE DI RIFERIMENTO

Abbiamo gia detto che il geoide & una superficie normale in ogni punto alla direzione della
verticale. La verticale € la direzione della forza di gravita, definitain direzione e modulo in ogni
punto collegato alaterra. La gravita costituisce un campo di forza che hala caratteristica di essere
conservativo e quindi di ammettere un potenziae.

Nel campo dellagravitas possono individuare le linee di forza ( = linee tangenti in ogni punto ala
direzione della gravita). Queste linee sono curve gobbe ( = non appartenenti aun piano) e prendono
il nomedi verticali. Quindi ladirezione dellagravitain un punto e tangente alalinea verticale che
Vi passa.

[l luogo dei punti aventi lo stesso valore del potenziale costituisce una superficie equipotenziale; le
superfici equipotenziali del campo della gravita sono infinite e sono normali alle linee di forza del
campo.

Se le superfici equipotenziali sono dotate di smmetria di rotazione attorno al'asse polare, le linee di
forza sono curve piane contenute nel piani meridiani. Nello spazio esterno esse volgono in ogni
punto la concavita verso I'asse polare eil loro raggio di curvaturavale circa

Re— T
0.0053-sin2¢ 2
dove: ¢ ¢ la latitudine del punto considerato
T € la distanza di tale punto dall'asse di rotazione

Il non parallelismo delle superfici equipotenziali porta notevoli complicazioni nella definizione della
quota e del didlivello: vedremo in seguito che si ovviera atali difficolta introducendo il concetto di
guota dinamica.

Il geoide € una superficie equipotenziale della gravita che passa per un determinato punto cui
viene attribuita quota nulla. Questo punto é definito in modo assoluto da un mar eogr afo.

Riferiamo il corpo terrestre ad un sistema di coordinate cartesiano [O,XYZ] avente l'origine nel
baricentro dellaterra, I'asse Z coincidente con I'asse di rotazione e gli ass X e Y coincidenti con gli assi
principali di inerzia (sistema geocentrico).

Il vettore gravita g in un generico punto P & una funzione della posizione del punto:

9=9(X,Y.Z) 4)

Come abbiamo visto, s puo considerare composto da due forze;



> l|aforzaF di attrazione newtoniana che e larisultante di tutte le forze elementari che ogni
elemento di massa dellaterra esercita sull'unita di massa postain P

>
> |aforzacentrifuga e sull'unita di massa dovuta alarotazione dellaterraintorno al'asse polare
Z, rotazione che avviene con velocita angolare @ = 7.29-10°5 rad/s.

1! vettore r ha modulo vX? +Y? ed & diretto secondo la normale all'asse Z passante per P e
orientato verso l'esterno della terra.

X

Fig. 1.5 - Forza centrifuga, newtoniana e di gravita



|1 potenziale W in un punto P & unafunzione della posizione del punto stesso:

W=W(XY.7)
Come noto
g=gradW
e quindi:
w - ow - w -
&8 HTE gk

Se indichiamo con dP uno spostamento infinitesmo del punto P, vale larelazione:

dW =g-dP

ossiala derivata del potenziale secondo una direzione dP for nisce la componente del vettore

gravitain quelladirezione.

Se dP e tangente alla superficie equipotenziale passante per P, risulta
dW =g-dP=0

dacui s deducel'ortogonalita di g rispetto alla superficie equipotenziale generica.

SiaW che le sue derivate prime, sono funzioni continue e prive di singolarita per cui le superfici
equipotenziali sono lisce e prive di spigoli o punti singolari.

In ogni loro punto esiste dunque una sola normale superficiale univocamente definita e variabile
con continuita.

La distanza di due superfici di livello assai prossime W=C e W’=C+AW vale:

_aw ©)
g

— Ah

dove la quota h € assunta crescente verso |'esterno. Se g e g' sono i valori della gravitain due
punti P e P sulla superficie equipotenziale W = Crisulta

% Ah= g Al'=cost. (10)

10



e quindi poiché g e g' non sono mai uguali, risulta che le superfici equipotenziali non sono
geometricamente parallele ma sono ravvicinate dove la gravita é piu forte.

W =C+AW

Fig. 1.6 - Superfici equipotenziali
Il potenziale W € una quantita scalare ed € pari allasommadei potenziali dellaforzadi attrazione

universale F e dellaforza centrifugacc.

Per ricavare il potenziale dellaforza centrifuga e ricordiamo quanto gia detto e cioé che la derivata
del potenziale secondo una direzione fornira la componente dellaforzain quella direzione:

dv - 2
—=c=0r
dar

Il potenziale delle forza centrifuga e sara quindi:

= 2 __1_ 2 2_1 2f v2 2
WXx.7)= Jo’rdr =2 0% =~ 0* (X +Y7)

Pit compl e ladeterminazione del potenziale dellaforzadi attrazione universale. Consideriamo
un elemento infinitesimo di massa dm posto in un punto Q(a,b,c). Se d(a,b,c) € ladensitadela
terrain tale punto, s ha

dm = §(a,b,c)-da-db-dc

Questo elemento infinitessimo di massa d,,, provoca sulla massa unitariapostain P(X,Y,Z) unaforzadi
attrazioneil cui modulo vale:

dm-1 am
dF =G- =G-—
(x-aY +(¥ -b) +(z-¢) I’

Dove G = costante gravitazionale = 6,67 x 10 ' m® /kg &?

dF é diretta da P verso Q

11
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Fig. 1.7 - Definizione del campo gravitazionale

Ricordando larelazione esistente tra potenziae e forza:

% =dF da cui il potenziale dV, dovuto alla massa dm vale: ~ d¥ = [dFdl = | Gl‘f'"

dl

equindi il potenziale dovuto atuttala massadellaterra

V(X,Y,2)=G-lll 91"-

dove, ovviamente, I'integrale e esteso atutto il volume dellaterra.

Dopo aver definito:

laforza centrifugaeil relativo potenziale c=a'r v=lgt?
2
laforzagravitazionaeeil relativo potenzide 7 _ Hj‘i"j V=3G- J‘J’ dm
I !
laforzadi gravitaeil relativo potenziale E w

_ Gdm (14)

!
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Il potenziale W risulta dalla somma del potenziale V relativo alaforza di attrazione gravitazionale
e del potenzide v relativo alla forza centrifuga (i potenziali possono essere sommati perché sono
funzioni scalari).

Se poniamo W = cost. V(X,Y,Z) +v(X,Y) = cost. (15)
definiamo I'equazione di unafamiglia di superfici equipotenziali.

Le superfici equipotenziali del campo della gravita sono infinite in funzione degli infiniti valori che
il potenziae puo assumere.

La superficie equipotenziale del campo gravitazionale che passa per il punto di quota zero,
definito dal livello medio del mare, s chiama GEOIDE:
W=V(X,Y,2) +Vv(X,Y) =W,

Per determinare il primo termine di tale equazione occorrerebbe conoscere lafunzione g(a,b,c),
ovvero come varialadensitain ogni punto dellaterra. Purtroppo questo non € possibile; le indagini
fatte forniscono dati abbastanza attendibili sulla variazione della densita dalla superficie a nucleo,
ma sono comunque insufficienti per la dettagliata conoscenza del fenomeno richiesta
dall'operazione di integrazione.

Risulta quindi impossibile deter minar e rigor osamente I'equazione del geoide.

Dobbiamo trovare un'‘espressione approssmata del potenzide V(X,Y ,Z).

L'integrale per il calcolo del potenziale della forza di attrazione universale, viene determinato
mediante uno sviluppo in serie di funzioni sferiche dopo aver sogtituito le coordinate geocentriche
con le coordinate polari a, s,y, 1.

13



Dopo aver sodtituito |e coordinate geocentriche con le coordinate polari s, V., 1.

Z

i

Fig. 1.8 - Sistemi di riferimento geocentrico e polare

X = ocosy cosh

(16)

Y = ocosysini

Z = csimy

La superficie cosi definita € una superficie di rotazione erappresentalo sferoide.

Poiché il nostro intento € quello di definire una superficie di riferimento per i rilievi di formaedi
dimensione della terra, occorre eliminare le costanti meccaniche sostituendole con dei parametri

geometrici.

Lo sferoide e una superficie di rotazione e quindi gli unici parametri geometrici utilizzabili sono
il semiasse equatoriale a e il semiasse polare c.

L'equazione dello Sferoidein coor dinate polari risultadunque:

o=a-(l-a-sin’y)

dove a ¢ un coefficiente denominato schiacciamento e definito dalla relazione: (19)

Nel sistema geocentrico lo sferoide ha equazione (vedi formula 19):

14
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2 2 z}é__ 1A zz
(X +Y +Z) -a[l a (X’+Y2+Z’)]

Consderiamo oraun ellissoide di rotazione avente gli stess semiass ae c dello sferoide; saa
definito nel sstema geocentrico dala seguente equazione:

X*+y? 72?

+
a’ ¢?

1

Dalla (20) risulta che ¢ = a(1-a) per cui abbiamo:

¢ =a’(1-a)’ =a*(1+a® - 2a)

Lo schiacciamento a vale circa 1/300 e quindi trascurando il termine in &2, pari acirca 1/90.000 =
1x10°, s commettera un errore nella determinazione del semiasse minore e di circa 35 m (efrore del
tutto accettabile):

¢ =a*(i-af =a(l+0? -2a) dacui ©¢=6.357.126,7m
¢ =a*(1-af =a*(1-20) dacui  ©=6.357.091,1 m

E quindi dopo questa approssimazione:
¢t =a*(1-2a)

Con tale gpprossmazione I'equazione dell'dlissoide diviene:

X2+Y +Z¥1-2a) " =2’

La geometria elissoidica, seppur complessa, € piu semplice della geometria sferoidica
Inoltre come abbiamo visto, molti studi sperimentali hanno indicato nell'elissoide di
rotazione una superficie idonea a rappresentare la forma della terra, per cui s e
convenuto internazionalmente di adottare I'ellissoide di rotazione come superficie di
riferimento pratica per i rilievi della superficie fisicaterrestre.

Il compito dei geodeti € quello di determinare i semiassi maggiore e minore a e ¢ ovvero
aea. | metodi s basano su misure geometriche (misure di archi di meridiano e di
parallelo), sumisure di gravita e di tracciamento di orbite di satdlliti artificiali.

15



Nel corso degli anni i molti geodeti che hanno lavorato su tale problema, hanno
determinato valori diversi di ae a.

Ricordiamo i principali:

BESSEL (1841) a= 6.377.397m a=1/299,2
CLARKE(1880) a= 6378243 m a=1/2935
HAYFORD (1909) a= 6.378388 m a=1/297,0
WGS84(1984) a=6.378.137m a=1/298,257223563

L'Unione Geodetica e Geofisica Internazionale nel 1924 ha adottato I'ellissoide di Hayford come
ellissoide internazionale e, attualmente, € utilizzato pressoché universalmente in tutte le cartografie
ufficiali.

Z ’Q/-normaleall'ellissoide passante per P

\

Fig. 1.9— Ellissoide di rotazione

a= semiasse maggiore

c= semiasse minore

A= longitudine ellissoidica

9= latitudine ellissoidica

h= altezza ellissoidica

P(X.Y,Z)= coordinate geocentriche rettangol ari
P(p,A,h) = coordinate geografiche
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Per quanto detto prima, esistono due superfici di riferimento che meglio approssimano la superficie
terrestre: il GEOIDE e |'ELLISSOIDE.

In un punto P della superficie terrestre si potranno quindi definire due normali alle due superfici di
riferimento: normale a geoide (o verticale) elanormale al'dlissoide.

normae

normale

4 4
t/

—Af“’/\
f

Fig. 1.10 — superficie terrestre e superfici di riferimento

Possiamo scrivere larelazione: h=H+N (29)

Definiamo inoltre (vedi fig. 1.10):

PP =h altezza ellissoidicadel punto P

PP, =H altezza ortometrica o quota del punto P

P,P' =N ondulazione del geoide. In Italiavariada+ 37 min Calabriaa+ 52 minVal
D'Aosta

e deviazione della verticale. E' un valore piccolo (poche decine di secondi

sessagesmali) e varia da zona azona.
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1.3.1. COORDINATE GEOGRAFICHE, LATITUDINE RIDOTTA E
GEOCENTRICA

Considerando un €ellissoide di rotazione di parametri a e e noti, restano definite le seguenti quantita
numeriche;

a-C

a

Schiacciamento: &

, _a‘-c’
Prima eccentricitx € — 2

Seconda eccentricita: © = 2

La generatrice, e di conseguenza ogni meridiano, € un ellisse di semiassi a e ¢ detta ellisse
meridiana.

Consideriamo un punto generico M appartenente all'ellissoide (vedi fig. 9) e lanormale superficiale

ad esso relativa N: questaincontral'asse polare di rotazione in Cj che rappresentail centro di
curvaturadellaellisse meridianain M.

L"'angolo acuto che N forma con il piano equatoriale [XY] con segno concorde all'asse delle Z,
prendeil nomedi latitudine ¥ del punto M.

L"angolo diedro cheil semipiano meridiano per M forma con un semipiano meridiano origine
(ad esempio il semipiano Y=0 con X>0) contato in un senso positivo assegnato, prende il nome
di longitudine I di M.

Lelinee di ugualelatitudine sono chiamate paralléli, quelle di uguale longitudine meridiani.

| parametri F, 1., ogni coppia dei quali individua univocamente il punto M e la direzione N,
costituiscono un sistema di coordinate curvilinee superficiali che prendono il nome di
coor dinate geogr afiche ellissoidiche.

N = normale al'dlissoide

—-—
—
e s ey e

paralelo e

meridiano
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Fig. 1.11 - coordinate geografiche sull'dlissoide
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Consideriamo ora la sezione meridiana dell'ellissoide che contiene il punto M e tracciamo I'arco di
circonferenza di raggio R = aaventeil centro coincidente con l'origine del sistema geocentrico. A
partiredaM si innalzi unaparallelaal'asse Z e si definiscal'intersezione K tra questa retta e
I'arco di circonferenza tracciato.

v

>
r
Fig. 1.12 - Latitudine ridotta e | atitudine geocentrica

Si definisce latitudine ridotta u I'angolo compreso trail segmento OK e l'asser, mentre si definisce
latitudine geocentrica gl'angolo compreso trail segmento OM el'asser.
Tralelatitudini cosi definite (eccezione fattaper i poli e l'equatore) sussistono le seguenti relazioni:

y<u<e
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1.3.2. EQUAZIONI PARAMETRICHE DELL'ELLISSOIDE

le equazioni parametriche dell'ellissoide sono:
a-cos@-cosi
R
a-cos@ -simi
Y=-T—
a-(1-¢?)-sing
. W

X

dove W=4/1-¢ sin’gp

Per un punto posto ad atezza ellissoidica h, queste diventano (vedi Fig. 1.14):

( -\
X=|—+h .
(W+ Jcosqp cosA (35)

24 (i+hjcos¢‘sinl

Z= 7=82(1- &)+hsin

{ aw H Zs

s

7 *>r

Fig. 1.14 - equazioni parametriche che tengono conto della quota ellissoidicah

Il passaggio inverso (da coordinate cartesiane geocentriche a geografiche), € piu
compl in quanto non sono direttamente esplicitabili lerelazioni di F edi h.

Il passaggio avviene in formaiterativa (ma sono possibili anche altre soluzioni).

Il vaoredi 1 eimmediatamente deducibile dalle prime due equazioni delle 35:

I=arctg Y/X

dalle stesse, il raggio del paralelo risulta:

r=+X?+Y?2 = (N + H) cos |
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dividendo la terza delle 35 per il valore di r si ottiene:

- a2 2
Z _[NQ-e +hjsenp _(N+h) N no=[1- Van
r (N + h)cosep N+h N+h

trascurando in prima approssimazione il valore piccolo [] &N ]

N+h
S ottiene: @=arctg %
dacui il calcolo approssmato del raggio di curvatura: N= I_e;senz "
dalaprimadelle 35 s pud ricavare un vaore approssimato di h =W{0&5_N
cheinserito nellaformularigorosadi ¢: Z

= 3T —_—
p=arctg —ow
N+h

Il nuovo valore cosi ottenuto permette un ricalcolo iterativo di N, h e nuovamente F. Le
iterazioni terminano quando, posto un intervallo di convergenzass, accade che:

Qu -Q’n—ll(e © lhu_hu—ll<gk

Sono sufficienti poche iterazioni per ottenere valori stabili sadi ¥ chedi h.



1.3.3. RAGGI DI CURVATURA DELL'ELLISSOIDE. SEZIONI NORMALI.

Consideriamo un punto P giacente su una sfera e la normale alla sfera passante per o stesso punto
P; tutti i piani che contengono la normale, ossia il fascio di piani aventi per costola la normale,
intersecheranno la sfera secondo delle circonferenze di raggio R.

Quando invece il punto P giace su di un ellissoide il raggio di curvaturain P delle analoghe sezioni
non sara pit unico e pari ad R € non sara cosi immediato calcolarlo.

Distinguiamo subito tra sezioni normali e sezioni oblique.
Consideriamo un punto P giacente sull'ellissoide e la sua normale; tutti i piani che contengono la
normale, ossiail fascio di piani aventi per costolala normale, intersecheranno I'ellissoide secondo
delle linee piane chiamate sezioni normali (vedi Fig. 1.15).
Tutte le dtre intersezioni tral'ellissoide e un fascio di piani che non contiene la normale saranno
chiamate sezioni oblique.

normale all'ellissoide

-
-

——

Fig. 1.15 - sezioni normali

Le sezioni normali avranno nel punto P raggi di curvaturadiversi in funzione dell'angolo che la
sezione normale genericaformacon il piano che definisce la sezione normale "meridiano”.

| raggi di curvatura delle sezioni normali varieranno con continuita da un valore minimo (r) ad un
valore massmo (N).

Le sezioni normali che hanno rispettivamente il minimo e il massimo raggio di curvatura sono dette
sezioni normali principali ei loro raggi di curvaturaraggi principali di curvatura. Le sezioni
normali principali sono traloro ortogonali.

hi particolare nelle superfici di rotazione, come € il caso dell'ellissoide terrestre, una sezione
normal e principale coincide sempre con il meridiano passante per il punto P e I'altra é
perpendicolare a meridiano, corrisponde cioe d piano che contiene latangente a parallelo passante
sempre per P.
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Il raggio di curvatura Ra di una sezione normale generica che forma un angolo a (vedi Fig. 1.16),
chiamato azimut, con il meridiano, in funzione del raggio di curvaturaminimo r e massimo N e
dato dal teorema di EULERO chedice:

(36)
1 _cos’a . sin‘a

f normae

piano che definisce la sezione normale
principale con raggio di curvaturain P
pari aN

piano che definisce il meridiano
(sezione normale principale che ha
raggio di curvaturain P pari ap)

Fig. 1.16 - raggi di curvaturain P

Passiamo ora alla determinazione delle espressioni dei raggi principali di curvatura nel caso che la
superficie considerata sia I'ellissoide di rotazione che abbiamo assunto come superficie di
riferimento. 5 5
In questo caso, i meridiani sono eliss tutte uguali traloro con equazione r_z + Z_2

a o
Ricordando che in una curva pianail raggio di curvatura il limite del rapporto tra un elemento di
arco ds e I'angolo compreso frale normali ala superficie condotte per gli estremi di tale elemento

(vedi Fig. 1.17) e ricordando inoltre che tale angolo € pari alla differenza di latitudine del due
estremi in quanto punti avente ugual e longitudine, otteniamo:

Z]

Fig. 1.17 — definizione del raggio di curvaturap
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_ds _ dr! +d7?

dg do
Derivando le (32) e (33) rispetto a ¢ e ponendo -Jl—e:sin:-:p= W si ottiene:

_ds _di-¢
dp W
Per trovare il valore del raggio di curvatura massimo N, applichiamo il teorema di Meusnier che
dice: il raggio di curvatura in un punto P di una sezione obliqua (r) € uguale al raggio di curvatura

della sezione normale (N) corrispondente al piano che contiene la tangente in P alla sezione
obliqua moltiplicato per il coseno dell'angolo formato dai piani delle due sezioni, (vedi Fig. 1.18)

¥ 3
Z normale

Fig. 1.18 teoremadi Meusnier

Nel nostro caso pensiamo a parallelo passante per P come una sezione obliqua (sezione che non
contiene la normale) e che avra raggio di curvatura pari ar espresso dala (32) (nell'élissoide di
rotazione i paralleli sono delle circonferenze).

Definiamo latangente al parallelo nel punto P e consideriamo il fascio di piani che avra per cestola
latangente appena definita. Tragli infiniti piani del fascio s trovera ancheil piano che conterrala
normale alla superficie; questo piano definisce anche una delle due sezioni normali principali
passanti per P e precisamente quella aventeil raggio massimo pari aN.

Per il teoremadi Meusnier, dunque si puo scrivere:

r =N cos¢
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1.4. MISURA DI ANGOLI E DISTANZE SULLA SUPERFICIE DI
RIFERIMENTO

Seguendo il procedimento logico di rilievo descritto nel paragrafo 1.1, una volta definita la
superficie di riferimento e proiettati i punti da rilevare, occorre misurare gli angoli e le distanze in
modo da determinarne la posizione relativa.

E' necessario dunque immaginare che i punti siano congiunti da linee appartenenti alla superficie
di riferimento e che la lunghezza della linea compresa fra due punti rappresenti la distanza
misurabile tra questi.

Analogamente se si considerano due di tali linee uscenti da un punto P, si dovra definire come
angolo fradi queste, I'angolo che le tangenti ale linee nel punto P formano tradi loro. Se lalinea
che congiunge due punti deve rappresentare la distanza, val utata naturalmente sulla superficie,
s dovrascegliere quellalineache, fratutte le possibili, abbiala minore lunghezza.

Questo particolare tipo di linea & chiamata geodetica.

L a geodetica viene definita analiticamente come quellalinea della superficie di riferimento che
gode della proprieta di avere la normale in ogni punto coincidente con la normale alla superficie.
Ad esempio |le geodetiche di una sfera sono archi di cerchio massimo, mentre le geodetiche del
piano sono dei segmenti di retta (qualsiasi altra curvadel piano halanormale giacente sul piano
stesso).

Nel caso del piano o della sfera, diventa naturale considerare, per quanto riguarda le misure, per le
distanze, segmenti di retta o lunghezze di archi di cerchio massimo e per gli angoli, angoli frarette
o angoli fra tangenti a cerchi massimi. Per i cacoli bisognera utilizzare rispettivamente la
trigonometriapiana o quella sferica.

Nel caso di superfici piu complesse si puod dimostrare che se due punti non sono molto distanti, la
geodetica che li congiunge € unica e rappresenta anche il percorso di minima lunghezza.

L e geodetiche dell'ellissoide sono curve gobbe (non giacenti su di un piano).

Questo fatto non comporta problemi da un punto di vista teorico. Presentainvece notevoli difficolta
daun punto di vista pratico di misurain quanto risulta molto difficile laloro materializzazione e

anche per quanto riguardai calcoli si hala complessita dell'uso delle formule della trigonometria
ellissoidica

1.4.1. EQUAZIONI DELLE GEODETICHE

Traducendo in formule la definizione data nel paragrafo precedente st possono ricavare le equazioni
differenziai delle geodetiche.

In generae, data una superficie generica:

#X,Y,Z)=0

I coseni direttori dellanormale ala superficie valgono:

dove N=.— — e

1 13 189 6¢T+(6¢T+(a¢)‘
NdX N& NZ X Y oZ
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Consideriamo ora una linea appartenente atale superficie le cui equazioni parametriche siano:

X =X(9)
Y =Y(9
Z=2Z(9

I coseni direttori dellanormale di tale linea vagono:
14X 1dy 14’z
Kd® Kds° Kds

Per imporre che tale linea siala geodetica della superficie scelta le due normali ora definite devono
coincidere, per cui s dovranno verificare le seguenti relazioni:

% % %
X _ oY _ oz
d’x d’y 4%z (41)

ds® ds®  ds?
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1.4.2. SVILUPPI DI PUISEUX-WEINGARTEN

Notevole importanza in geodesia, rivestono gli sviluppi di Puiseux - Weingarten i quali
consentono di determinare le coordinate X, Y, Z di un punto P appartenente ad una geodetica, in
un riferimento euleriano [O,XY Z] la cui origine appartiene alla geodetica considerata, in funzione

dell'arco di geodetica s che unisce O e P e dell'azimut adi tale geodeticanel punto O.

Fig. 1.20 - Temaeuleriana

Nel riferimento euleriano I'asse delle Z coincide con la normale all'ellissoide in O, I'asse delle Y
coincide con latangente a meridiano in O ed é diretto verso Nord mentre I'asse delle X coincide

con latangente al parallelo in O ed e diretto verso Est.

Gli sviluppi di Puiseux-Weingarten servono afacilitare lo studio delle proprieta di curvatura della
geodetica ein definitivaa caratterizzare il grado di approssmazione raggiungibile, in relazione alla

distanza, nella soluzione dei pit importanti problemi di Geodesia operativa.

A meno di termini di quarto ordine sono:

! [ 2 f 2 .02 2
X =ssinal1- o l__esm ZCZGOZS ?
6N\ 1-e'sin"@

s* (. e*cos’acos? qp)]

{¥Y=scosall- 1+

60N | 1-¢?

3e’sin‘pcosa
6R’ 1-é&*sin*p —e*sin‘a

Z%—s( ad
2R

.,

Queste relazioni rappresentano laformautilizzata degli sviluppi di Puiseux-Weingarten.

(40)

<«—— Sitrascuraperché e quantita 4° ordine pit piccola

1.43. MISURE ESEGUITE SULLA SUPERFICIE FISICA TERRESTRE E MISURE
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SULLA SUPERFICIE DI RIFERIMENTO.

La geometria sulla superficie di riferimento (ellissoide) si pud costruire considerando figure
geometrichei cui lati siano archi di geodetiche ellissoidiche.

Abbiamo gia detto come sia difficile, se non addirittura impossibile, misurare I'angolo fra due
geodetiche o lalunghezza di un arco di geodetica.

E' opportuno dungue definire e misure che un geodeta 0 un topografo possono eseguire.

DISTANZA FRA DUE PUNTI. Considerati due punti A' e B' sulla superficie fisica terrestre, gli
strumenti e i metodi di misuraimpiegati permettono di definire lalunghezza s dell'arco di sezione
normale che congiunge le proiezioni A e B sulla superficie di riferimento. Le sezioni normali che
congiungono questi punti sono due. Una e latraccia s del piano che contiene la verticale per A el
punto B, l'dltra é latraccias del piano che contiene la verticale per il punto B e il punto A. Tali
tracce non coincidono se le due verticali sono sghembe,

AZIMUT DI UN PUNTO. Considerati due punti A e B, l'azimut di B rispetto a A, misurabile con
osservazioni astronomiche o con teodoliti giroscopici, € I'angolo che la sezione normale AB forma
con la tangente al meridiano in A diretta verso Nord. L'azimut si valuta in senso orario a partire
dalladirezione del Nord e puo assumere tutti i valori da0 a2p.

ANGOLO AZIMUTALE FRA DUE PUNTI. Consderati due punti A' e B' e un terzo punto C', I'angolo
azimutale ACB, che si puo misurare con un teodolite € I'angolo frale sezioni normali CA e CB.

DISTANZA ZENITALE. Considerati due punti A' e B' della superficie fisica terrestre, la distanza
zenitale 4 misurabile con un teodolite se B e visibile da A, € I'angolo che la congiungente AB
formacon laverticaein A.

DISLIVELLO. Considerati due punti A e B il didivello fraA e B, indicato con Dy, € la differenzatra
laquotadi A (Qa) elaquotadi B (Qg).

Le misure prima descritte fanno riferimento alla verticale vera, cioe adla normae a geoide in quanto
tutti gli strumenti di misura hanno assi che si possono con facilita e precisione orientare rispetto a
tale direzione.

Assumendo come superficie di riferimento |'ellissoide sarebbe naturale definire ed eseguire le
misure con riferimento allanormale al'ellissoide.

Questo non e possibile perché in unrilievo, lanormale all'ellissoide si pud far coincidere con la
normale a geoide solo in un punto.

Negli atri punti lanormale all'ellissoide non e fisicamente materiaizzabile e quindi s € costretti a
riferire le restanti misure allanormale al geoide.

L e misure eseguite equivalgono quindi, a misure fra sezioni oblique dell' ellissoide.

Teoricamente si potrebbe procedere in questo modo: inizialmente si accetta |'incongruenza e s
esegue il rilievo che conduce alla determinazione della posizione di punti che si reputano
appartenere all'ellissoide. Quindi per ogni punto si determina I'angolo tra la verticale vera e la
normale all'ellissoide (deviazione della verticale), Si correggono le misure eseguite e Si ripetono |
calcoli per determinare le posizioni elissoidiche del punti.
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Gli errori di misura strumentale, che inevitabilmente accompagnano i risultati delle misure,
determinano incertezze nella determinazione della posizione ellissoidica dei punti che sono dello
stesso rodine di grandezza delle correzioni che s dovrebbero apportare procedendo nel modo prima
indicato.

L'incongruenza viene dungue accettata e si procede nell'ipotesi che le misure eseguite sulla
superficie fisicaterrestre siano effettivamente riferite all'ellissoide.

14.4. TEOREMI| DELLA GEODESA OPERATIVA

Rimane ancora un problema da superare. Come giavisto s possono misurare angoli e distanze solo

lungo sezioni normali e non lungo le geodetiche come sarebbe teoricamente esatto. Consideriamo

due punti sull'ellissoide P e Q, I'arco di sezione normale s cheli congiunge avente azimut & e

I'arco s di geodeticacheli congiunge di azimut a.

Per archi di alcune centinaia di chilometri, trascurando termini dell'ordine di (s/N)® si puod

dimostrare, utilizzando gli sviluppi di Puiseux-Weingarten la seguente relazione:

s-s 1 s f e’
s 360 N’RZl1-e

Per s = 1000 km, la quantita sopra riportata & dell'ordine di 10°® (circa 10 mm al chilometro).

Poiché i metodi di misura utilizzati non consentono di raggiungere precisioni superiori a10°- 107 &

perfettamente giustificato ritenere che misure eseguite secondo archi di sezione normale diano gli

stessi risultati delle misure eseguite secondo archi di geodetica.

Per quanto riguarda la differenzatrai due azimutil primo sul geoide e |'equivalente

sull'ellissoide sempre ricorrendo agli sviluppi in serie di Puiseux-Wengarten si pud dimostrare

che sussiste la seguente relazione:

2
2) sin’2a cos* ¢

SZ 2

' < . 2
o'—a = sin2c cos” @
12NR,, 1-¢°

Si noti che aparitadi s, tale differenza & massimaall'equatore e nullaai poli dove sezioni normali,
geodetiche e meridiani, coincidono.

Consderando una geodeticadi 100 km ea= p/41a(48) forniscei seguenti risultati:
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o' -a =0.03" all'equatore
o' -a =0.01" alla latitudine di n/4

Tali differenze aumentano di 10 volte considerando archi di geodeticadi circa300 km. Se si tiene
conto che la precisione di misura degli angoli raggiunge a massimo qualche decimo di secondo
sessagesimale e che non e possibile, per effetto della curvaturaterrestre, effettuare misure fra punti
distanti piu di 200 km, s puo concludere che unamisuradi azimut, anche se effettuata con
riferimento a una sezione normale pud sempre considerars riferita a una geodetica.

Analoga conclusione si puo trarre per la misura degli angoli azimutali dato che per un angolo
azimutale, che puo essere considerato come differenza tra due azimut, al massimo s potrebbero
avere discrepanze doppie rispetto a quelle appena messe in evidenza.

Quanto sin qui esposto costituisce la sostanza dei teoremi della geodesia operativa ovvero, in
sintesi, il fatto che qualungue misura di azimut, angolo o distanza eseguita con i mezzi a
disposizione dei topografi pud ritenersi eseguita con riferimento ad archi di geodetiche
dell'dlissoide di riferimento.

31



15 ESECUZIONE DEI CALCOLI SULLA SUPERFICIE DI RIFERIMENTO

Accettati | teoremi della geodesia operativa, larisoluzione di un qualsiasi problema deve essere
eseguitacon gli agoritmi propri dellatrigonometria ellissoidica.

Questa pero € piuttosto complessa, per cui € opportuno esaminare la possibilita di eseguirei calcoli
in maniera pit semplice limitando opportunamente le lunghezze dei lati considerati

D'orain poi considereremo la quantit 102 come quantita piccoladel primo ordine. Per le formule
che seguiranno s esprimeranno le approssimazioni in termini di potenze di tale quantita.

Ad esempio, considerando archi di geodetica s = 50 km, sono quantita piccole del primo ordine

s s s
- = — & «

p N R,

A conclusione della breve trattazione che seguira si vedra che se gli archi di geodetica che
compongono le figure oggetto del calcolo non eccedono i 100 km, i calcoli eseguiti con gli
algoritmi della trigonometria sferica risultano "praticamente uguali” a quelli che s otterrebbero
usando latrigonometria ellissoidica

Ancora, se le dimensioni non eccedono i 20 km i risultati che si ottengono con la trigonometria
piana sono "praticamente uguali” a quelli che s otterrebbero con la trigonometria ellissoidica. S
definiscono "praticamente uguali” i risultati di due calcoli eseguiti con algoritmi divers tutte le
volte che |e differenze sono decisamente inferiori ale incertezze derivanti dalle misure.

151 CAMPO GEODETICO

Riscriviamo gli sviluppi di Puiseux-Weingarten che esprimono le coordinate euleriane X, Y, Z di un
punto Py, appartenente al'dlissoide in funzione delle sue coordinate geodetiche polari s (arco di
geodetica tra l'origine della terna euleriana e P) e a (azimut di tale geodetica nell'origine del
riferimento euleriano).

L a geodetica OPy giace sull'éllissoide

Fig. 1.21 - Ternaeuleriana
' 2 2 2 . 2
X, =s-sina:|1- l (l_e COSZWrzna
) GFWL 1—-e“sin“gp

Y. =s-cosa-|1— 57 ( e’ cos’ pcos’ a (49)
= 60N\ 1-¢*

2
Ay
Zr =731

a

-

Si etrascurato il secondo addendo dellaZ in quanto quantita piccoladd quarto ordine.
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| medesimi sviluppi possono essere scritti per unasferadi raggio tangente all'dlissoide

nel punto O.

Congderiamo la stessa tema euleriana (O,X,Y,Z) e un punto Pg appartenente dla sfera avente le
stesse coor dinate geodetiche polari s e add punto Py, appartenente dl'dlissoide. In questo caso gl
sviluppi di Puiseux-Weingarten esprimeranno le coordinate euleriane del punto Py

Lageodetica OPg. giace sullasera

0 > X

2 2
X, =s-sina-|1- 3 3 -3
6R 6N
sZ 2
Y, =s-cosa-/l1-—|=s5-cosa| 1-
6R
s’ s?
ZP e e —— —
- 2R 2JpN
[nfatti nella sfera di raggio R risultano: p=N=R_ =R =0

L'errore che si commette considerando il punto P proiettato sulla sfera di raggio R anziché
aull'dlissoide s ottiene va utando le differenze delle coordinate euleriane di P nelle dueipotes.

)
s* e’sinfacos’ @
6pN 1-é&’sin’p
2 2 2 2
s* e’ cos’ acos
Yo, Y, =—.s'-cos¢z6 - =
pN ~e

st 1 1
Ze,~ 2z, =3‘[§*-—W}

1l massimo delle prime due differenze sihaper¢o=0ea=00a=7w2.
Considerando s = 100 km tali differenze non superano i 27 mm e quindi risultano decisamente
inferiori aleincertezze di posizione derivanti dalle misure.

Xp —X, =—s-sina
;)

Py
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Quindi i problemi di calcolo riguardanti figure elissoidiche comprese nell'intorno di un punto
di raggio pari a 100 km possono essere risolti con la trigonometria sferica assumendo come

raggio della sfera la media geometrica del raggi di curvatura delle sezioni normali principali del
punto di tangenza.

Tae sferaprendeil nome di sferalocale e l'intorno operativo cosi definito, campo geodetico o di
Puiseux- Weingarten.
Per quanto riguarda le quote occorre precisare meglio laquestione.

Trascurando €*, cioé ameno di termini del secondo ordine,
valgono lerelazioni: L-l(l—ezsinzacosz o)
1 1 , B
R—uz-ﬁ(1+ e’ cos’ acos’ o) Ro P
per cui risulta:

1
:—;—:p—N(H e’ cos® acos’ o)1 - e’sin’acos’ ¢)

equindi con la stessa gpprossimazione abbiamo:

1 1

1 1 1
= 1+—(e? cos® acos? @ — esin’a cos? j|=—(1+-—e2 cos’ cosZa)
R, .,pr[ 2t M v JoNU 2 L
Sostituendo nell'ultima delle (51) risulta:

(52)

Z

Z, -Zp,= Jiﬁi—ez cos’ pcos2a

Questa differenza s annulla a poli e assume i valori massimi all'equatore. Considerando ¥ = 45° |
valori assoluti massimi forniti dalla (52) in funzione della lunghezza di s sono riassunti nella
seguente tabel la:

s [km] 1 10 20 50 100
|zp -zp,| | 013 13 54 330 1300
{rom]

Quindi per calcoali relativi aquote di punti i limiti entro cui si puo assumere come superficie di
riferimento la sfera locale sono piu ristretti di quelli evidenziati per la planimetria. Solitamente s
assume la sfera locale come superficie di riferimento se le distanze in gioco sono inferiori a 20

km. Negli altri cas e opportuno inserire nelle formule per il calcolo dd didivello il raggio
della sezione normale.



152. CAMPO TOPOGRAFICO
Consideriamo la stessa terna euleriana (O,X,Y,Z) e un punto P, appartenente a piano X,Y avente

le stesse coordinate geodetiche polari s e adel punto Py, appartenente al'dlissoide. In questo caso
gli sviluppi di Puiseux-Weingarten esprimeranno |e coordinate euleriane del punto Py,

Lageodetica OP,, giace sul piano X,Y

Fig. 1.23 - Teinaeuleriana

X, =s-sina
ma

Y, =s-cosa
e

Z, =0

in quanto il raggio di curvaturadel piano einfinto e l'eccentricitanulla.
Gli errori che s commettono rispetto al'ipotes di lavorare nel campo geodetico sono:

2
$ .
XP "-ngl =—T §'smna

i

|
|

L4
Zpﬂ _ZP* =’_,_

Per quanto riguardale coordinate planimetriche, fino avalori di s= 15 km gli errori sono dell'ordine
di 10° e quindi trascurabili.

Questo significa chein un raggio di 15 km i problemi planimetrici possono essererisolti con
gli algoritmi propri della trigonometria piana.

Questa zona viene chiamata campo topografico.

Per quanto riguarda I'atimetria, non s puo fissare un limite ben definito nell'intorno di un punto nel
quae sialecito approssimare I'elissoide con un piano perché l'errore che s commette in questo caso
e sempre maggiore della precisione strumentale e quindi, per quanto riguarda |'altimetria non é
definibile un "campo topografico”.
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La sottostante tabella riportai valori di questi errori:

s {km) 0.1 0.5 1 5 10
|zp .-Zp,] 0.8 20 80 2000 7800
[mm]

| metodi di misura dei didivelli consentono di avere precisioni di qualche decimo di millimetro su
distanze di alcune centinaia di metri, per cui risulta necessario tenere conto, anche in questi cad,
della sfericita della terra.

153. IL TEOREMA DI LEGENDRE

Il teoremadi Legendre permette di risolvere un triangolo sferico (dunque contenuto nel campo
geodetico) con gli algoritmi della trigonometria piana.

Innanzitutto occorre precisare che in un triangolo sferico la sommadel tre angoli interni eccedeil

valore p di unaquantita detta eccesso sferico (3e).

Si puo dimostrare che I'eccesso sferico € numericamente valutabile con il rapporto tral'area del

triangolo sferico eil quadrato del raggio dellasferacui il triangolo appartiene:
3¢ Sup;t;ﬁme

Il teorema di Legendre afferma: sia dato un triangolo sferico i cui lati | siano una piccola frazione
del raggio R della sfera di appartenenza e si assuma la quantital/R come quantita piccola del

primo ordine; commettendo un errore dell'ordine di (I/R)* gli angoli del triangolo piano che hai
lati della stessa lunghezza dei lati del triangolo sferico si possono derivare dagli angoli di
guest'ultimo sottraendo ad ognuno di un terzo dell'eccesso sferico.

A atpB+y-n=3e

Fig. 1.24 - Teoremadi Legendre

Ad esempio un triangolo sferico di lati pari a 60 km ha una superficie di circa 1.600 km? e un
eccesso sferico 3e = 0.0024 gon.

Applicando il teorema di Legendre, |'errore con cui si ricavano gli elementi del triangolo piano &
pari a0.0000006 gon (= 10° rad).

Volendo limitare I'errore massimo ammissibile a10°®, e cioé ponendo (I /R)* < 10° s pud dedurre cheii
lati del triangolo sferico non devono eccederei 200 km circa.
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4
[%) -1.10°¢ dacui / =202 km

Quindi il teorema di L egendre puo essere applicato a tutti i triangoli contenuti nel campo
geodetico.

Per lavalutazione dell'area del triangolo sferico, s pud dimostrare che, sempre ameno di termini in
(I/R)* essa s pud calcolare con le formule dellatrigonometria piana utilizzando gli elementi sferici
noti.

16. CALCOLO DELLE COORDINATE CURVILINEE DI PUNTI SULL'ELLISSOIDE

Consideriamo uninseme di punti di inquadramento sull'ellissoide congiunti a due a due da archi di
geodetica (lati) e s suppongadi aver eseguito un numero sufficiente di misure di angoli e distanze
in modo che, o per misura diretta o per calcolo, sano note tutte le lunghezze del lati e le ampiezze
degli angoli frai lati, (vedi Fig. 25)

Nel punto O sono state determinate le coordinate astronomiche £y, 1el'azimut &, di unageodetica
uscente da O e passante per uno degli atri punti di inquadramento.

Tali misure vengono considerate come se fossero riferite all'ellissoide; questo in altre parole
significafar si chein O lanormale a geoide e la normale all'ellissoide coincidano, cioé che nel
punto O I'élissoide di rotazione siatangente a geoide.

Per fissare completamente |'ellissoide, che puo ancora ruotare attorno allanormale, s considera che
|'azimut astronomico a, coincida con 'azimut €lissoidico.

Quindi la determinazione delle coordinate curvilinee dei punti di inquadramento € un problemache
puod essere enunciato in questo modo:

dato un punto O di cui S conoscono le coordinate geografiche dlissoidiche ¥y, Bg,a noti la
lunghezza s dell'arco di geodetica compreso tra O e un punto P e l'azimut cio di tale geodetica in O,
calcolare le coordinate geografiche ellissoidiche ¥ e 1, di P el'azmut a della stessa geodetica in
P. (primo problema fondamentale della geodesia).

Occorre aquesto punto, primadi procedere alla soluzione del problema, fare alcune precisazioni.
! ! e I :

Fig. 1.25 - Rete di inquadramento sull'ellissoide di rotazione
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> L'operazione di orientamento dell'ellissoide riguarda le reti del punti di inquadramento rilevate
guando nella zona non esiste acun rilievo geodetico precedente. Nel caso piu comune, nella
zonadel rilievo esistono gia punti rilevati cui riferirsi; quindi € sempre disponibile un punto O
di coordinate geografiche note che viene inserito nel rilievo e un azimut di partenza desunto da
un dtro punto O’ anch'esso di coordinate geografiche note einserito nellarete darilevare.

> |l calcolo dell'azimut ain P e richiesto perché in generale a partire dal punto P s dovranno in
seguito determinare le coordinate geografiche di altri punti.

> Anche se le lunghezze dei lati e gli angoli sono stati determinati con le semplificazioni
legittimate dai teoremi della geodesia operativa e dalle considerazioni fatte a proposito
dell'opportunita di lavorare in particolari condizioni di campo geodetico o topografico, il calcolo
delle coordinate curvilinee va eseguito tenendo conto che i lati sono archi di geodetica
ellissoidica

Il problema inverso (0 secondo problema fondamentale della geodesia) del trasporto delle
coordinate geografiche consiste nel determinare le coordinate geodetiche polari (a e s) del punto P
rispetto d punto O notechesano ¥, 1,e ¥, 1.

Di questi due problemi, per ragioni di struttura del corso di Topografia, diamo solo |'enunciato e
non gli sviluppi anditici.

16.1. COORDINATE GEODETICHE POLARI E COORDINATE GEODETICHE
RETTANGOLARI

Mentre |e coordinate geografiche F, 1 definiscono la posizione assolutadi un punto P sull'dlissoide,
i valori s, adefiniscono laposizione di P rispetto ad un altro punto dell'éllissoide O. Esse sono
quindi coordinate locali e vengono chiamate coordinate geodetiche polari.

@) O’
triangolo sullasferalocale triangolo sul piano

Fig. 1.26 - Coordinate geodetiche polari e rettangolari

Un atro modo per definire laposizione di P rispetto ad un atro punto dell'ellissoide e rappresentato
dalle coordinate geodetiche rettangolari X, Y.

Si consideri un punto O dell'ellissoide assunto come origine e un secondo punto P.

Si consideri ancorala geodetica passante per P e normale al meridiano di O; tale geodetica interseca
il meridiano considerato in un punto Q.
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In questo caso, la coordinata geodetica rettangolare X € I'arco di geodetica PQ mentre I'arco di
meridiano OQ rappresenta la coordinata geodeticarettangolare Y.

Limitando le operazioni a campo geodetico si possono trovare le relazioni che consentono di
passare dalle coordinate geodetiche polari a quelle rettangolari e viceversa Applichiamo il
teorema di Legendre al triangolo OPQ (vedi Fig. 26).

In base a tale teorema gli angoli del triangolo sferico OPQ si possono derivare da quelli del

triangolo piano O'PQ' di lati uguali aquello sferico.

Applichiamo il teoremadi Legendre a triangolo OPQ (vedi Fig. 26).
In base atale teorema gli angoli del triangolo sferico OPQ si possono derivare da quelli del
triangolo piano O'PQ' di lati uguai aquello sferico.

Se con e s indicaun angolo pari a 1/3 dell'eccesso sferico, gli angoli del triangolo piano valgono:
QOP=a-¢ P'Q'O'=%—3 O'ﬁ"Q'=Jr—[(a—s)+(§—a]]=£-(a

2

Applicando il teoremade seni atale triangolo, otteniamo:

X Y s X __ Y _s (56)
sinf{la—g) sit{g-(a—Zs)]_ si::(-;i—e) sinle—¢) ~ cos{a~2¢) cose
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L'eccesso sferico 3¢ = superficie/R2 (vedi 55) ¢ una quantita piccola del secondo ordine, per cui
mantenendo l'approssimazione accettata applicando il teorema di Legendre, ossia trascurando i
termini minori di £2 abbiamo:
2
£
cosg=1——+--=1
2

e quindi le (56) consentono di ricavare:

{X =5 - sin{e — )

Y =s-cos(a - 2)

relazioni che permettono il calcolo delle coordinate geodetiche rettangolani in funzione delle
coordinate geodetiche polari.
A meno di termini del quarto ordine, I'eccesso sferico si pué valutare con la relazione:

_ s’sinacosa
2pN

3¢

Per ottenere le relazioni che consentono di determinare le coordinate geodetiche polari in funzione
di quelle rettangolari, si procede nel seguente modo.
Sviluppiamo le (57):

X =s-sinla - €)= s -(sina cos & — cosasing)
Y =s-cos(a - 28) =s-(cosacos2e + sinasin2e)

e ricordando che a meno di termini in &2
cose =cos2e =1 sine=¢ sin2¢ = 2¢
si ottiene:

X=s-sina—€g-s5s-cosa
Y=s5-cosa+2¢c-5-sina
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2.3.9. Trasformate delle geodetiche sul piano della rappresentazione di Gauss

Se fissamo sul terreno tre punti (Psgione Aavartis lindiero) € Misuriamo I'angolo azimutale A-1 = a facendo
stazione in P e collimando successivamente in A e poi in I, il valore che otteniamo, grazie ai
teoremi della geodesia operativa, € del tutto equivalente all'angolo formato dalle tangenti ale
geodetiche PA ePl.

L o stesso angolo a sul piano della rappresentazione (cartografia conforme di Gauss) dovrebbe
essere misurato trale tangenti alle trasformate delle geodetiche PA e PI.

Latrasformata di una geodetica tra due punti, tuttavia, non é facilmente rappresentabile, mentre &
immediata la rappresentazione della cordatragli stess punti.

Un semplice metodo che consente di definire I'andamento della trasformata di una geodetica sul
piano dellarappresentazione € la"regola del vento" che semplicemente dice che latrasformata della
geodetica s ottiene pensando acome si gonfia unavelatesatragli estremi PA sotto |'effetto del
vento che per la parte che sta a destra dal meridiano centrale soffiaverso EST e per la parte che sta
agnigtrasoffiaverso OVEST:

corda trasformata della

geodetica
A

/\_

A
= P
A
A

Fig. 2.22 regoladd vento

Se determiniamo |o scostamento angolare tra la tangente alla trasformata della geodetica e la
relativa corda sara possibile ridurre I'angolo azimutale misurato sul terreno (tra geodetiche)
all'equivalente angol o sulla cartografia misurato trale rispettive "corde” ed operare quindi su figurea
lati rettilinel anziché su figure alati curvilinei. Lo scostamento suddetto viene chiamato "riduzione alla
corda’.
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Nel punto P é definito I'azimut a di una geodetica PA sull'ellissoide come I'angolo compreso trale
tangenti al meridiano passante per P e alla geodetica stessa.

Z.IL

Fig. 2.23 azimut sulla superficie di riferimento Lo

stesso azimut a viene rappresentato sul piano di Gauss nel seguente modo:

trasformata
del meridiano

Fig. 2.24 azimut sul piano di GAUSS

Sulla cartografia sono facilmente determinabili le coordinate (Est, Nord) del punto P e del punto A.

- In

base a queste coordinate & possibile calcolare I'azimut g, cOme q'pa = arc tan A—EIP

A P
Per poter rendere confrontabili |'azimut misurato sulla carta (Q'ss) con quello determinato
sull'ellissoide (a) e necessario apportare le correzioni di convergenza del meridiano (1) e di
riduzione alla corda (eps ).

a=qg'PA+g - €p

Il segno dell'angolo ep, sara dato dalla seguente regola empirica:
Segno - se ruotando in senso orario la direzione positiva dell'asse Y si incontra prima la corda e poi la
trasformata; segno + il viceversa.
La convergenza del meridiano y sara positiva quando il punto P si trova a destra dell'asse Y (Nord) e
sara negativa quando il punto P si trovaasinistra.
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Dallo studio dellatrasformata della geodetica si pud dedurre che I'angolo e, (riduzione ala corda)
epai a
5, oY 2X, 4 X,)
4 60N,

dove pc e N¢ sono 1 raggi principali di curvatura calcolati in un punto C che divide la geodetica PA
in due parti di 1/3 ¢ 2/3 a partire da P. In pratica, anche per distanze di 300 km possono essere
semplicemente calcolat: alla latitudine media di PA.

Si puo anche notare che ¢, # &£,

_(YA _YP)(ZXA +XP)
Far = 6p:Nc

Il segno dell'angolo e,; & definito con la"regola del vento" giavista

Allaluce di quanto visto sopra, un angolo B (tra due geodetiche) misurato sulla superficie terrestre
con il teodolite corrispondera al'equivalente angolo B' (tra le corde) misurato sulla cartografia di
Gauss secondo |e seguenti regole:

B)

0'pa =Opa + €pa
0’p1=0p + £p

Fig. 2.25 riduzione alle corde di un angolo azimutale

e quindi I'angolo B' misurabile sulla cartografia sara uguale al'angolo B misurato sulla superficie
terrestre depurato dalle correzioni ale corde:

B'=q pa-q pi=0 Qpa +Epa-q pi -Epi =B+Epa -Epy



Vediamo I'ordine di grandezza di queste correzioni per i valori massimi indicati:

A<3°
pc=Nc=6,3-10° km

Ay = Ax 200 km 100 km 10 km

8” 1 00” 25” 0’2599

Nelle condizioni piu sfavorevoli per lati di 15 km il valore (B' - B) édi 0,5" ed € dunque logico, a
disotto di queste distanze, cioé nel campo topografico, non tenere conto di queste correzioni. Sara
quindi possibile compensare una rete geodetica di questa estensione senza applicare le riduzioni
angolari alacorda..
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24. LA CARTOGRAFIA UFFICIALE ITALIANA

Esistono molti provvedimenti legislativi in materiadi cartografia, emanati dall'unitad'ltalia ad
oggi. Lalegge 2/2/1960 n° 68 definisce gli organi cartografici dello Sato:

1 1.G.M. - Idtituto Geografico Militare

2. |.I.M. - Itituto Idrografico dellaMarina

3. C.I.G.A. - Centro di Informazioni Geotopografiche dell'’Aeronautica

4. Catasto - Direzione Centrale del Catasto e dei servizi Geotopocartografici e della
conservazione dei registri immobiliari

5. Servizio Geologico

Lacartografia ufficiae € quindi costituitadalle carte:

> topografiche
> nautiche

> aeronautiche
> catadtdl

> geologiche

Nel 1970 sono nate le Regioni a statuto ordinario e con esse sono nati anche i programmi di
cartografiatecnicaagrande scala (C.T.R.) 1:10.000 e 1:5.000.

Anchele 102 Provincie Italiane hanno competenza cartografica.
| loro programmi prevedono, normalmente, la costruzione di cartografia tecnica (tradizionale o/e
numerica) alla scala 1:5.000

Gli 8.102 Comuni italiani hanno programmi di produzione di cartografiatecnicaalle scale 1:500 -

1:1.000-1:2.000.
Laredizzazione di cartografia tradizionale o/e numerica e estremamente disomogenea: s va dal
nullaalla coperturatotale.

| principali sistemi cartografici adottati in Italiasono i seguenti:

proiezione conicaconforme di Lambert: IGM carta 1:500.000 e 1:1.000.000

proiezione conforme di Mercatore: IIM cartaascale varie da 1:100.000 a
1:1.000.000

proiezione conforme stereografica polare: IGM carta1:1.000.000 per lecdatte pdai

proiezione di Cassini - Soldner (afilattica): CATASTO cateascde variahili da1:500 a 1:4.000

rappresentazione conforme di Gauss. IGM cartain scaa 1:25.000

IGM cartain scala 1:50.000 IGM cartain scaa
1:100.000 IGM cartain scala 1:200.000 IGM
cartain scala 1:250.000 CATASTO nuove carte a
scalevariabili da1:500 a 1:4.000

Tuttala cartografia ufficiale italiana & nella rappresentazione conforme di Gauss cosi come la
praticatotalita della cartografiadel mondo.
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Vediamo le principali tappe che hanno portato I'ltalia al'attuale cartografia:

=> |a carta ufficiadle dell'lGM in scala 1:100.000 (284 fogli) e stata ultimata ala fine del secolo
scorso mentre quella in scala 1:25.000 lo fu solo negli anni cinquanta con le seguenti

caratterigtiche:
> origine delle longitudini: meridiano di Roma Monte Mario
> origine delle latitudini: equatore
> dlissoide di riferimento: BESSEL
> proiezione: naturale policentrica di Sanson - Flamsteed
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Fig. 2.26 laprimacartografia ufficideitaliana
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Nd 1940 la Commissione Geodetica ltaiana decise di adottare I'éllissoide internazionale (Hayford)
come superficie di riferimento. L'dllissoide & stato "orientato a Roma - Monte Mario™ cioé e stato
reso tangente a geoidein questo punto, annullando la deviazione dellaverticae.

Nel 1941 la rete geodetica nazionde fu ricacolata sul piano di Gauss da Prof. Boaga (come
riconoscimento di cio, laproiezione é Sata chiamata proiezione di Gauss - Boaga).

Nel 1948 fu stabilito di adottare la proiezione di Gauss anche per la cartografia. Latrasformazione e

avvenuta conservando tutto il vecchio materide cartografico, sovrastampandovi soltanto il nuovo
reticolato gaussiano.

12° 27' 08", 40 EG

18° 30°
o g° 12°T 15°
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40° +- . % ' %
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_ ! , |/
%
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. FusoTOVEST <«—F
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Fig. 2.27 lanuova cartografia ufficide itdiana
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L e norme adottate per la nuova cartografia sono state le seguenti:

1. il taglio dei fogli di tutta la cartografia ufficiale (fogli, quadranti e tavolette) € rimasto quello
geografico originario (secondo le trasformate di meridiani e di paralldi), avente per origine
il meridiano di Roma Monte Mario a cui e stato attribuito il valore di 12° 27' 08",40 Est di

Greenwich.

FOGLIO AL 100.000 y
= L — é -
QUADRANTE
v !
AL 50.000

}

NO ' NE
SUDDIVISIONE

TAVOLETTE
AL 25.000
]

SO ' SE

s .. ' shasspremewr

P Lt T TN

Fig. 2.28 taglio del fogli dellanuova cartografia ufficide italiana

Ladimensione geograficadella cartografia ufficiale € la seguente:

tipo scala AL Ap
FOGLIO 1:100.000 30° 20°
QUADRANTE 1:50.000 15° 10
TAVOLETTA 1:25.000 7’ 30” 5

2. tuttoil territorio nazionale e compreso in due fus di 6° di longitudine detti fuso Ovest e fuso Est

fuso estensione
OVEST da 6° a 12° 30’ (zona di sovrapposizione)
EST da 12° a 18° 30’ (per includere tutta I’Italia)

49



3. | meridiani centrali del due fusi sono quelli di 9° e 15° di longitudine Est di Greenwich.

Per evitare coordinate negative sono state attribuite delle costanti Est a meridiani centrali pari a
1.500 km per il fuso Ovest e 2.520 km per il fuso Est

N

A trasformata del meridiano centrale
de fuso
trasformata
dell'equatore
A=0°
> E
3° A =+3°

fuso Ovest = + 1.500 km
fuso Est =+ 2.520 km

Fig. 2.29 fdsaoriginede fus

4. Sututtalacartografia ufficiale e stato tracciato il reticolato chilometrico per facilitare lamisura
delle coordinate.

30

A
reticolato chilometrico

| X
\ | AN

— ) reticolato geografico

A=0°
» E
A =+3°

Fig. 2.30 reticolato chilometrico
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5. A tutto il piano della rappresentazione e stato applicato un coefficiente di contrazione pari a
0,9996; cio per rendere piu piccole dell'errore di graficismo (0,2 mm) le entita massime delle
deformazioni lineari della rappresentazione ossia per rendere la carta praticamente
equidistante nell'ambito di ogni elemento.

Nel fuso di 6° il modulo di deformazione lineare variatra

longitudine my
A=0° 1
A=+3°0A=-3° 1,0008

dopo I'applicazione del coefficiente di contrazione (0,9996) atutta la cartografia avremo:

longitudine my
A=0° 0,9996
A=+3° od=-3° 1,0004

Vediamo quali saranno le deformazioni lineari in unatavolettal GM posta al'estremitadel fuso
(B = £ 3°) prima e dopo I'applicazione del coefficiente di contrazione:

L |unghezza massma =14 km

Fig. 2.31 tavoletta IGM in scala 1:25.000

Il segmento massimo rappresentabile su unatavolettain scala 1:25.000 € la sua diagonale pari
ad unadistanzadi circa14 km

Questa lunghezza corrisponde, su una carta ideal e (senza deformazioni) in scala 1:25.000, ad
uh segmento di 560 mm.

Sulla carta di Gauss, all'estremita del fuso, a parita di scala e senza |'applicazione del
coefficiente di contrazione avremo: 14.000 m * 1,0008 = 14.011 m => 560,45 mm che supera
il valore massmo ammissibile di 560 mm piu I'errore di graficismo (0,2 mm).

Dopo I'applicazione del coefficiente di contrazione e nelle stesse condizioni operative avremo:
al'estremitadel fuso 14.000 m * 1,0004 = 14.006 m => 560,22 mm

sul meridiano centrale 14.000 m* 0,9996 = 13.994 m => 559,78 mm

Entrambi i valori praticamente soddisfano la condizione che la deformazione massima sia
contenuta entro I'errore di graficismo.
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L e espressioni analitiche del modulo di deformazione lineare che abbiamo calcolato [33] e [34]
diventano quindi:

A, )miespressoin funzione dellalongitudine X eddla
m =°’9996(‘+ 5 5" @ | atitudine

2
1 (Est - falsa origine )’

2 distanza del punto dal meridiano
2 PN0,9996

centraledd fuso

mi espresso in funzione della
m, = 0,9996[] + )

mi di un segmento di retta che congiunge,
sulla rappresentazione, un punto P1 di coordinate X1 Y 1ed un punto P2 di coordinate X2 Y2
(vedi [35]) saradato dallarelazione:

_0999{“ X} + X%, + X3 ]
Al 6 p.N_0,9996

dove le ascisse X1 e X2 sono pari a valore dellarispettiva coordinata Est | etta sulla cartografia
depurata dellafalsaorigine e dal coefficiente di contrazione.

L'applicazione del coefficiente di contrazione 0,9996 equivale a sostituire idealmente il cilindro
tangente a meridiano centrale con un cilindro secante.

cilindro tangente

cilindro secante

Fig. 2.32 schema geometrico della proiezione di Gauss - Boaga
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Per meglio comprendere o schema geometrico dellarappresentazione di Gauss - Boaga 80
immaginiamo di sezionare |'ellissoide secondo un piano Y-Z.

Allanostra latitudine risulta cheil cilindro secante (piano di Gauss) intersecheral'eéllissoide acirca

180 km dal meridiano centrale del fuso secondo il seguente schema:

——  fuso di 6° di ampiezza

m = 0.9996

/—— superficie terrestre

plano di Gauss
\

N—— meridiano centrale

ellissoide di
Hayford

Fig. 2.33 sezione di un fuso di 6° di ampiezza

Se rappresentiamo il modulo di deformazione lineare mi in funzione della Est avremo un grafico ad
andamento parabolico:

~— menidiano centrale
/ del filsn

N T
L T— A ' Est

=200 km <100 km 160 km 200 km 0.9996

Fig. 2.34 variazione del modulo di deformazione lineare

[=~o)
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24.1. IL SISTEMA UNIVERSALE UTM

Nei Paesi anglosassoni la proiezione di Gauss € nota come proiezione trasversa di Mercatore.

Durante e dopo la seconda guerra mondiale molte nazioni introdussero la rappresentazione di Gauss
nella propria cartografia per ragioni di uniformita. Fu adottato il fuso di 6° di ampiezza con un
coefficiente di contrazione pari a0,9996 e fu concordato un taglio standard.

Tale sstema e stato chiamato Universal Transverse Mercator Projection (UTM).

Laterra é stata suddivisain 60 fusi di 6° di longitudine numerati in senso orario a partire
dall'antimeridiano di Greenwich.

L'Italiae compresane fus 32 - 33 e per una piccolissma parte nel 34.

L e sole coordinate non possono individuare in maniera univoca un punto qualunque della superficie
terrestre perché esse s ripetono uguali in ciascun fuso.
Per ovviare a questo inconveniente (problema essenzialmente militare), ciascun fuso é stato

suddiviso in 20 fasce di 8° di latitudine e ciascunafasciain quadrati di 100 km di lato individuati da
unacoppiadi |ettere.

Quaunque punto dellaterra e univocamente individuabile da:

fuso

2 cifre 32
fascia 1 lettera T
quadrato 2 lettere PQ
Est 4 cifre (omettendo le cifre delle|3456
centinaia di km e limitando la
risoluzione al decametro)
Nord 4 cifre 7890
denominazione del punto: 32TPQ34567890

e* i2* 18°

|
P =
" H"
: [
- L
) ST .
s ‘
12¢. —_ ' - :] :
32 ‘ 33\ Fl’tfmnroru vw‘x:l\_;\i

Fig. 2.35il ssemaUTM




Lalongitudine € misuratada meridiano di Greenwich. | meridiani centrai dei duefus (32 e 33) che
riguardano I'ltalia hanno unalongitudine pari a9° e 15°.

Per evitare coordinate negative e stata attribuita una costante Est al meridiano centrale (uguale per
tutti 1 fusi) pari a500 km.

N trasformata del
A -
FUSO 32 meridiano centrarle del
fuso
trasformata
f dell'equatore
» E
A=6° \ \ \[ };.= 120
A=9° falsa origine = + 500 ki

Fig. 2.36 falsa origine nel sistema UTM

24.2. IL SISTEMA DI RIFERIMENTO UNIFICATO EUROPEO (ED50)

Ne 1940 la Commissione Geodetica Italiana decise di adottare |'ellissoide internazionale (Hayford)
come superficie di riferimento.

L'ellissoide & stato "orientato a Roma - Monte Mario" cioe € stato reso tangente al geoide in questo
punto, annullando la deviazione della verticale.

Analogamente dl'ltalia, ogni Stato aveva adottato un proprio sistema di riferimento nazionale
rendendo cosi incompatibili le coordinate di punti appartenenti a Stati diversi.

Dopo la seconda guerramondiale fu deciso di unificarei sistemi di riferimento nell'ambito

dell'AlIG (Associazione Internazionale di Geodesia) mediante un calcolo di compensazione
generale delle reti geodetiche europee (eseguito da Coast and Geodetic Survey e Army Map
Service statunitens) con i seguenti criteri:

> superficie di riferimento: ellissoide internazionale (Hayford)
> centro di emanazione: osservatorio di Postdam (Germania)
> origine dellalongitudine: meridiano di Greenwich

Nel centro di emanazione non e stata annullata |a deviazione della verticale ma e stata lasciata una

deviazione residuain modo da minimizzare le deviazioni nelle dtre reti nazionali. In atri termini
stato definito |' orientamento medio europeo o European Datum 1950 (EDS0).
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[1 nuovo orientamento dell'ellissoide di riferimento comporta la variazione delle coordinate di tutti

I punti rappresentati.

Ad esempio le coordinate di RomaM. Mario nel due sistemi di riferimento saranno:

orientamento ellissoide longitudine A Latitudine ¢

Roma Monte Mario 0°o 41° 557 257,51
12° 27° 08,40

ED50 (Potsdam) 12° 27 10,93 41° 55’ 317 49

Dopo le operazioni di compensazione generale delle reti, e coordinate dei punti trigonometrici
italiani hanno ovviamente assunto valori divers daquelli del sistema nazionae. Trale coordinate

di uno stesso punto, nei due sistemi, non vi € alcuna possibilita di definire delle relazioni

analitiche di trasformazione.

La figura seguente mostra le differenze in latitudine ed in longitudine (espresse in secondi)
riscontrate trai due sistemi (ellissoide di Hayford orientato a Roma Monte Mario ed ellissoide di

Hayford orientato a Postdam)

.l
57 pre—_t
A \

VARIAZION]

H .
LATITUDME -
1

i
VARIATICHE

1L
LONGITUDINE

Fig. 2.37 curveisotrangtive di conversione da Gauss-Boagaa UTM
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Il sistema europeo e stato adottato in parte anche da acune nazioni africane ed asiatiche:

HMZn

EDS0

Pulkovo 42
dd Capo

indipendenti
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Fig. 2.38 Nazioni che hanno adottato il sistema ED50

Anche il sistema UTM prevede un taglio geografico dei fogli (secondo le trasformate di meridiani e
di paralleli) cosi come era previsto dalla cartografia nazionale italiana.

Naturalmente il taglio & diverso da quello adottato dalla nuova cartografia ufficiale italiana La
cartografia IGM che viene prodotta oggi, segue questo nuovo taglio (UTM) che ha come
riferimento il foglio in scala 1:50.000 e tutti i relativi sottomultipli come indicato in Fig. 39.

Ladimensione geografica della cartografia ufficiale € |a seguente:

tipo scala AX, A
FOGLIO 1:50.000 20° 12’
SEZIONE 1:25.000 10 6’
SEZIONE 1:10.000 5 3
ELEMENTO 1:5.000 2’30 1’ 30”
MAPPA 1:2.000 I’ 36”
MAPPA 1:1.000 30” 18”
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31 TRATTAMENTO STATISTICO DELLE MISURE

Misurare una grandezza significa paragonarla con un'altra della stessa specie ed esprimere il
rapporto trale due mediante un numero che costituisce il risultato dellamisura

L'associazione e del tutto arbitraria; infatti una stessa grandezza pud essere associata a numeri
divers senza creare ambiguita.

Ad esempio:
una lunghezza puo essere espressain metri (m)
pollici (inch)
un angolo rette puod essere espresso da QO
1008
/2™

[l numero éfunzione del sistemadi misura
Definito il sistemadi misura, I'arbitrarieta della scelta del numero cade.

Come s misura una grandezza?. conosciamo tretipi di operazioni di misura

> MISURE DIRETTE:

lamisura diretta di una grandezza é definita logicamente nel seguente modo:

- S costruisce una grandezza della stessa specie di quella da misurare costituita da un numero
intero di quantita uguali (unita di misura) definendo delle unita campione;

- sl sommano opportunamente e unita campione (unita costruita) in modo da avere una
guantita uguale a quella da misurare utilizzando uno strumento che permettail confronto di
uguaglianzatra quantita da misurare e quantita costruita;

- § contail numero di unita campione contenute nella quantita costruita: tale numero si chiama

misura diretta della grandezza.
A ‘

Fig. 3.1 misuradirettadi una grandezza

esempio: pesatadi un oggetto

Spesso le misure dirette che s eseguono sono soggette a condizioni geometriche (ad esempio la
sommadegli angoli interni di un triangolo deve essere pari aTl, ecc.). Queste condizioni, che a
volte assumono forma anche molto complessa, sono utili per verificare la presenza di errori
grossolani, consentono di valutare la precisione globale delle misure e possono essere utilizzate
per compensare le misure eseguite. Compensare una serie di misure significa correggere
opportunamente tali misure in modo che le condizioni geometriche cui esse devono obbedire
Sano soddisfatte.

Lamisuradiretta assocera un numero alagrandezzain esame.

A priori € impossibile predire in modo deterministico il risultato della misura: se ripetiamo
I'operazione in un momento successivo e se lo strumento di misura é sufficientemente preciso
troveremo un secondo numero da associare alla stessa grandezza.
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Nell'esempio della pesata notiamo che se vogliamo stimare il peso dell'oggetto a mg, ripetendo | 87
misura piu volte, otterremo numeri diversi tra loro, mentre, se limitiamo la precisione a g, il
risultato delle varie misure fornira sempre lo stesso valore.

Questo fatto non e spiegabile razionalmente: ripetendo piu volte la misura di una grandezza s
dovrebbe ottenere sempre lo stesso valore. Nella pratica operativa cio non s verifica mai.
L'indeterminazione si presenta perd solo quando la precisione di misura dell'apparato usato e
massima

Dobbiamo concludere che:
esiste unamisura vera, mai raggiungibile, ed infinite stime di tale misura piu 0 meno
approssmate.

Per chiarire ulteriormente la discrasia esistente tra la pratica operativa della misura e |'aspettativa
teoricadel risultato, consideriamo I'esempio consueto del tiro a segno.

4 Y

Fig. 3.2 errori accidentai e grossolani
notiamo che:
> |amaggior parte dei fori S addensaintorno a centro
>e gli scostamenti dal centro sono distribuiti in modo abbastanza uniforme
> | gross scostamenti sono assai rari (A e B)

Possiamo concludere che gli errori piccoli sono frequenti ed inevitabili ed hanno una distribuzione
del tutto casuae attorno a centro del bersaglio.
Gli errori grossi sono rari. | primi li chiamiamo errori accidentali i secondi errori grossolani.

Quando la misura di una grandezza fisica viene realizzata in modo corretto, cioé avendo cura di
eliminare eventuai errori grossolani e sistematici, la ripetizione di tale operazione consente di
evidenziare acuni fenomeni:
> | risultati dell'operazione di misuracambiano ad ogni ripetizione in modo
imprevedibile;
> ledifferenzetrai vari risultati cosi ottenuti sono piccole rispetto alaprecisione dello
strumento e |o scarto massimo é tanto piu piccolo quanto piu € accurata la
metodologia di misura adottata;
> seleripetizioni sono in numero considerevole, si pud notare che il rapporto trail
numero di volte in cui ogni valore si € presentato e il numero totale di misure
(frequenza relativa) tende a stabilizzars .
hi questo caso s dice che ogni operazione di misura é affetta da un errore accidentale, intendendo
con tale termine |'effetto di una serie non definitadi cause che provocano errori sulle misure non
prevedibili apriori edi limitata entita.
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A questo punto il problema consiste nel determinare quale sard, tratutti i valori ottenuti, quello da
utilizzarein fase di calcolo.

La scienza che studia questi fenomeni € la statistica matematica.

Potremmo definire la statistica come la scienza che tenta di descrivere con certezza I'incertezza.
Questi errori non sono eliminabili ma s possono controllare solo in modo statistico.

Gli errori grossolani sono i pit bandi anche se spesso sono i piu difficili daindividuare. Si parla
di errori grossolani quando la loro causa risiede essenzialmente in distrazioni dell'operatore
oppure in uso non corretto dello strumento di misura. Solitamente questi errori sono di entita
notevole per cui e sufficiente sottoporre a verifiche periodiche i risultati di misura per poterli
evidenziare e dunque eiminare. In topografia e in fotogrammetria generamente s adottano schemi
di misura tali da consentire un sistematico controllo delle misure eseguite (ad esempio di un
triangolo, invece di misurare solo due angoli e determinare il terzo come supplementare della
sommade due misurati, S misurano tutti e tre gli angoli e s controlla che laloro somma rispetti, a
meno di errori accidentali, la condizione geometrica).

Quando non e possibile adottare uno schemadi controllo, s ricorre alaripetizione indipendente
delle misure (es.: poligonale aperta di tracciamento di unagalleria)

n risultato sul bersaglio s pud anche presentare in questa forma:

Fig. 3.3 errori sSistematici

Larosade colpi € simile ala precedente ma e tutta spostata rispetto a centro. Le cause possono
essere molteplici: mirino non ben tarato, difetto di vistadel tiratore, difetto della carabina.

Si definiscono errori sistematici quelli che sono causati essenziamente dalle srettifiche degli
strumenti di misura. EsS possono essere mess in evidenza mediante la ripetizione delle misure con
strumenti diversi. La natura degli errori sistematici fa si che possano influire sulle misure
sempre con una determinata legge, ma presentarsi con valori e segni diversi a seconda delle
condizioni operative nelle quali viene eseguita la misura. Durante lo studio degli strumenti e del
metodi operativi di misura saranno evidenziati vari tipi di errore sistematici (esempio: errori residui
di inclinazione e di collimazione nel teodolite, ecc.) ei relativi accorgimenti pratici di eliminazione
come per esempio la regola di Bessel nella misura degli angoli azimutali. In particolare le strade
seguite per I'eliminazione degli errori sistematici possono essere cosi Sintetizzate:
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> g eseguono letarature e lerettifiche degli strumenti di misura con precisioni superiori aquelle
richieste duranteil lavoro;

s adottano particolari procedure operative che ne consentano |'eliminazione automatica;

s cercadi renderli variabili in valore e segno variando in modo casuale le condizioni operative
di misura in modo che mediando i risultati gli effetti degli errori sSistematici S
"autocompensino” come per esempio la procedura di rimessa in stazione del teodolite per
I'eliminazione dell'errore residuo di verticalita nella misuradegli angoli azimutali.

Siagli errori grossolani sia quelli sistematici devono comunque essere eliminati dall'operatore
primadi unaqualsias elaborazione dei risultati delle misure.

> MISURE INDIRETTE:

La misura indiretta di una grandezza € definita da un legame funzionale che lega tale
grandezza ad dtre grandezze direttamente misurabili. In questo contesto il legame funzionale
costituisce lo strumento di misura della grandezza in oggetto.

La misura indiretta simultanea di piu grandezze s basa sulla definizione di un sistema di
equazioni che lega grandezze misurabili direttamente alle grandezze che s vogliono misurare in
modo indiretto. L'equazione che lega grandezze incognite a grandezze misurate direttamente s

chiamaequazione alle misure.

Ad esampio:

Lamisuraindiretta simultaneadi pit grandezze e realizzabile attraverso un sistemadi equazioni che
se misuriamo direttamente: a, o, [ possiamo ricavare la misura indiretta di b tramite la relazione:

a

b=

——sin 8
sina
legano le grandezze misurabili direttamente alle grandezze incognite da ricavare indirettamente.

Ad esempio nelle reti topografiche di triangolazione, poligonali, intersezioni si misurano
direttamente angoli e distanze e s ricavano indirettamente le coordinate dei vertici dellarete.

> MISURE DIRETTE CONDIZIONATE
sono misure dirette legate fraloro da un legame funzionale;
ad esempio lamisuradirettadi tre angoli di un triangolo piano deve verificare lalegge:

a+pf+ry=x
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3.1.1. VARIABILE STATISTICA AD UNA DIMENSIONE

IL termine statisticarisale al XVII secolo e fu usato per la prima volta da professori tedeschi di
scienze politiche per indicare una scienza che fornivatutte le indicazioni riguardanti uno Stato. Nel
tempo si sono convogliate in questa disciplina nozioni fondamentali provenienti da altri campi di
indagine che ne hanno trasformato gradualmente la struttura (ad esempio la Dottrina della Sorte,
I'Aritmetica Politica, I'Astronomia, la Geodesia, |a Topografia).

La statistica inizialmente consentiva applicazioni esclusivamente descrittive ossia di classificazione e
descrizione di un evento noto e censito (statistica descrittiva).

Successivamente, grazie all'influsso del Calcolo delle Probabilita, sono state constatate analogie,
permanenze, forme generali di legami strutturali che hanno permesso di formulare ipotesi teoriche
legate ai fenomeni osservati (studio dei modelli probabilistici). Accanto a questi due filoni storici
esiste il campo dell 'inferenza statistica ossia quell'insieme di metodologie che permettono di
decidere in base a campioni di ampiezza limitata sulla correttezza o meno di ipotesi fatte in
precedenza sul comportamento del fenomeno in esame.

Questi ultimi due campi rappresentano per noi l'interesse preminente. Risulta perd necessario, per
comprendere in modo soddisfacente il problema, fissare alcuni concetti di statistica descrittiva
(variabili statistiche a una e due dimensioni) e di calcolo delle probabilita.

Laterminologia adottata € la seguente:

POPOLAZIONE: e uninsieme ben definito di individui ognuno dei quali e caratterizzato da un
attributo X che puo assumere valori diversi.

INDIVIDUI: sonoi soggetti dell'indagine statistica

ATTRIBUTO: e una caratteristicadegli individui che viene analizzata statisticamente

VALORE ARGOMENTALE: elamisuradell'attributo

Studiare una popolazione dal punto di vista di un suo attributo significa esaminare come si
distribuiscono le varie forme dell'attributo sugli individui della popolazione. Per poter raggiungere
guesto scopo e necessario che si verifichino le seguenti condizioni:
> ogni individuo della popolazione deve possedere un solo valore argomental e dell'attributo;
> parecchi individui della popolazione possono avere o stesso valore argomentale
dell'attributo;
> ['attributo deve essere presente, con diversi valori argomentali, in tutti gli individui della
popolazione;
> devono esistere almeno due individui nella popolazione in possesso di valori argomentali
dell'attributo diversi.
Classificare |a popolazione secondo I'attributo prescelto, significaindividuare il valore argomentale
che spetta a ciascun individuo della popolazione.
Per mezzo della classificazione secondo I'attributo X degli N individui costituenti la popolazione C
Si raggruppano insieme quegli individui che possiedono |o stesso valore argomental e dell'attributo
(Xi, X2,..., Xp). In questo modo si determinano le numerosita F1, F2,..., F, degli individui compresi
nelle classi definite dai valori argomentali corrispondenti.
Con queste due serie di valori in corrispondenza biunivoca si costruisce una rappresentazione
analitica della popolazione C classificata secondo I'attributo X:
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nella quale la primariga rappresenta la successione dei valori argomentali, mentre nella secondariga
sono riportati i valori delle numerosita Fi di individui della popolazione che possiedono
['argomento X sotto lerispettive forme X4, X5, Xa,..., X.

LequantitaF; s chiamano frequenze assolute del valore X; dell'argomento nella popolazione.
Un altro tipo di rappresentazione analitica s ottiene dalla (1) sostituendo alle frequenze assolute i
valori I =F/N detti frequenze relative.

(2)

Le uguaglianze riportate nella (1) e nella (2) non sono inutili aggiunte, ma esprimono la garanzia
che la popolazione sia stata analizzata per intero e che tutti i suoi individui Siano sinteticamente
rappresentati in C.

Le frequenze sia assolute che relative, sono additive: quindi se si considerano indifferenziati due
valori argomentali x° = x; + x; la frequenza assoluta di x° sard F°=F+F; e quella relativa sard
f°=f;+f. La C rappresentata dalla (1) o dalla (2) prende il nome di variabile statistica a una
dimensione.

In alcuni casi la classificazione di una popolazione secondo un determinato attributo puo
essere fatta usando non piu i singoli valori argomentali dell'attributo, ma delle classi di
opportuna ampiezza.

Ad esempio S puo determinare il numero di individui il cui valore argomentale sia compreso fra
X; e X; estremi inclug, e associare ala classe X;—|X; tae numero, che verra quindi chiamato
frequenza assoluta della classe. Ogni classe sara inoltre contraddistinta da un valore medio o
punto medio della classe e da due limiti di classe che generamente non coincidono con i dati
osservati.

Lavariabile C pud essere rappresentata anche in svariate forme grafiche.
Si riportino, in scala opportuna, su di una semiretta, i valori numerici dell'argomento X, dopo
averli disposti in ordine crescente, risulteranno tutti distribuiti sul segmento X;x,. In
corrispondenza di ciascun valore x; si riporti in direzione normale ala semiretta x;x,, un
segmento di lunghezza proporzionale alla frequenza totale F; di quel valore argomentale. Si
avracosi un diagrammadi frequenza
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Fig. 3.4 Diagramma di frequenza di una variabile statistica 64



Quando la serie dei valori argomentali € molto numerosa e compresa in un intervallo x;-x,, assai
limitato, allora puo essere conveniente un'atra rappresentazione graficadella variabile statistica. La serie
di vaori argomentali riportata graficamente su una retta viene suddivisa in tanti intervali o classi,
ciascuno contenente un certo numero di valori argomentali. Siano X'{,X'...X'y, 1 punti di
separazione o limiti delle classi che, per evitare ambiguita, € meglio non coincidano con i valori
argomentali propri della variabile statistica. Si costruisca sopra ogni intervallo costituito dal
segmento X', X'i+1, un rettangolo di area proporzionale a numero di individui della popolazione in
possesso di vaore argomentale compreso entro i limiti X';,X",;. La figura risultante s chiama
istogramma;
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20 4+

179-183
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164-158 169173 174178 179183 1h4-189 22%

Fig. 3.5 Istogramma della variabile statistica (rappresentazione a barre e atorta)

n numero che esprime |'area racchiusa dall'istogramma coincide con la numerosita della
popolazione. Se anziché riferirg alle frequenze assolute si costruiscono i rettangoli in modo che le
singole aree coincidano con le frequenze relative degli individui appartenenti alle singole classi
I'area totale racchiusa dall'istogramma sara pari al'unita e in questo caso s parlera di istogramma
normalizzato.

Si definisce funzione cumulativa di frequenza o funzione di distribuzione dellavariabile statisticaC la
seguente doppia successione in corrispondenza biunivoca

N * N . N

X, X, X,
C G F, F, +F, G - F, +F,+._.+F, ©)

cioé una variabile statistica avente i medesimi valori argomentdi della variabile tatisticain esame e
frequenze relative pari ala somma delle frequenze relative di tutti i valori argomentali minori o
uguai aquelloin esame.

S dice diagramma cumulativo delle frequenze o diagramma di distribuzione I'istogramma della
funzione cumulativadi frequenza.
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164.168 169-173 174178 179-183 184-1292

Fig. 3.6 Diagramma cumulativo di frequenza

Nellaseriedi valori argomentali ve ne sono alcuni di particolare importanza per la descrizione della
variabile statisticaa cui g riferiscono.

Quando la variabile statistica é rappresentata nella forma (1) si possono definire le seguenti
caratteristiche;

> lamoda e quel vaore argomentale per cui € massimalafrequenza;

> |lamediana é quel vaore argomentale che divide I'istogrammain due aree uguali

La doppia serie di numeri [(1) e (2)] o gli istogrammi visti prima descrivono perfettamente la
variabile statistica. Per consentire una descrizione pit matematica della variabile statistica in esame
si introducono alcuni indici che, ricavati usando tutti i dati che compongono la variabile, ne
precisano alcune caratteristiche essenziai. Tali indici vengono chiamati nel loro inseme statistiche.

Si possono calcolare dei parametri che forniscono informazioni globali anche seincomplete; questi

parametri sono chiamati momenti:

Si definisce momento k-esimo rispetto a polo g di unavariabile statistica a una dimensione la
Seguente espressione;

m, = (x,-8)"

1=l

i

i (4)

Z|

Laserie dei momenti di una variabile statistica, rispetto ad un particolare valore del polo (ad
esempio lo 0) é sufficiente per rappresentare tutte le caratteristiche della sua distribuzione.

I momenti piu significativi che descrivono unavariabile statistica sono i seguenti:

momento di 1° grado o media

m,, = Z' x; f; ©®

momento di 2° grado o valor e quadr atico medio L]
g q m,, = Z x? (6)
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Dallavariabile statistica C € possibile derivare una variabile statistica scarto V avente la stessa
distribuzione e valori argomentali:

Vi:Xi'ml‘o

lanuova variabile scarto V avralo stesso istogrammadella variabile C mal'origine delle ascisse
coincideracon il valore della mediamy o (medianulla).

Un parametro caratteristico dellanuova distribuzione V €

il momento di secondo grado della variabile scarto o —o? -
varianzas? Z(x o) J
laradice quadrata dellavarianza o = ,/a .
prendeil nomedi scarto quadratico medio o deviazione

standard.

Dalle definizioni date derivano le seguenti proprieta:

1. Lamediam eil valore del polo per cui € minimo il valore quadratico medio:

proponiamoci di voler trovare il valore di O per il quale e minimalafunzione ™:s = g(xf 9) f;
deriviamo la funzione rispetto alla variabile g e cerchiamo il valore per
cui tale derivatasi

annulla: - zz': (x,-8)f,=0=>6= z x,f, valore che coincide con la media della popolazione.

2. Lamediam della popolazione dagli scarti € nullg; infatti per 1a definizione di mediarisulta:

-Z(x —m)f, = fo m=0

=l

3. Trai treindici primadefiniti sussiste larelazione:
o; = 30 (x)' mlz,o (x)
infatti sviluppando il quadrato contenuto nella definizione di varianza s ottiene:

oy = Z(x,. -m,'o)zj; = fo_ﬂ +m22)‘} -ZmZx‘.f,. =my, +m, = 2mly =m,,—m,

Media e varianza descrivono sinteticamente la popol azione.
Lamedia puo essere considerata il valore a cui tendono tutti gli individui della popolazione.

Lavarianza indicalamaggiore o minore dispersione degli individui attorno al valore dellamedia

Confrontando due distribuzioni che hanno |a stessa media e varianza diverse, si pud notare che gli
individui sono piu dispers, rispetto a valore della media, nella distribuzione a varianza maggiore.

Per comprendere meglio il significato di mediae di varianza pensiamo ad un'anal ogia meccanica: Se
I valori delle frequenze di una variabile statistica vengono interpretati come valori di masse disposte
lungo un asse, aventi come ordinata il relativo valore argomentae, lamedia, cosi come e stata
definita, coincide con il baricentro delle masse.
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Fig. 3.7 Analogia meccanica dellamediadi unv.s.

Analogamente la varianza rappresentera il momento d'inerzia di un sistemanel quale si interpretino
le frequenze relative come masse e i valori argomentali della variabile scarto associata come
distanze dal baricentro di tale sistema.

Come noto dalla meccanica razionale il momento d'inerzia aumenta all'aumentare della dispersione
delle masse attorno al loro baricentro (la media) e quindi la varianza & propriamente un indice di
dispersione dei valori argomentali attorno al valore della media della variabile statistica

Inoltre ricordando che la somma delle frequenze relative e pari al'unitd, la varianza rappresentail
rotore, cioé quella distanza dall'asse di rotazione in cui si potrebbe concentrare tutta la massa per
mantenere invariato il momento d'inerzia.

Riassumendo quanto detto prima si puo dire che la moda esprime una proprieta della curva
interpolatrice della distribuzione, la mediana una proprieta dell'area individuata dalla curva stessa,
mentre |la media e |a varianza rappresentano delle proprieta meccaniche della distribuzione. Trala
media, la mediana e la moda sussiste unarelazione per cui il valore della mediana e sempre
compreso fra quello della media e quello della moda.

Una distribuzione si dice assimmetrica quando i tre valori predetti sono divers fra loro. Una misura
dell'asimmetria e data dall'indice di SKEWNESS (S):

S = media-moda

s
Un secondo modo per misurare I'asimmetria di una distribuzione e dato dal coefficiente y cosi
definito:

X

A

.3
- m

vOYQ)

g=a

F
1€ S N

m.
.l

cherisulta nullo se ladistribuzione € smmetrica, positivo se il diagramma di frequenza presenta
una coda verso destra e negativo nel caso contrario.

Lacondizioneg =0 & necessaria manon sufficiente per dimostrare lasimmetriadi una
distribuzione

(cioe tutte le distribuzioni ssimmetriche hanno g nullo, manon tutte le distribuzioni con g nullo
SONo Smmetriche).
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3.1.2 D SUGUAG.I ANA DI TCHEBYCHEFF

Si vuole dimostrare che la maggior parte degli individui di una distribuzione sono contenuti
ndl'intervallom + 3s em - 3s qualunque saladistribuzione.

L

or=2 (x, —mo J £, corrispondente a o, = Z;:fo,-

[2]

avremo:
Esplicitando la varianza secondo la definizione:

a2 2 2 2
Oy =NV otV fy e v

fissiamo un valore dello scarto v, compreso trav; e v, € poniamo a zero tutti i valori degli scarti
inferiori o uguali avy, e uguali avp, tutti gli scarti superiori:

flz.fl o v:ffz o v:lfu i vlii-lfm-!l + v:;+z w2 + v.:fn
0 0 0 V2 v v
s hache
2 > v2 (f + Foaranan f )
O-x ~'m mtl m2 n

Lasommade termini tra parentes definisce lafrequenzarelativaf* degli scarti che hanno un valore
assoluto superiore avy,

Poiché lasommadi tutte le frequenze relative € uguale a1, la frequenzarelativa degli scarti
inferiori o ugudi av,, (f*) sara

fi=1-f

cl2vi(-1.)

o2 2vi-Vif.
2 2 2

v. [, 2V, -0,

2

X

g
f,Zl— vz

m

$€ pOTIamo Vy, = AGy aVIemo:

1 (10)

f2l-7
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Ladisuguaglianza e significativaper vaoridi 1 > 1

Vi = 2 Oy
= 1
V=3 o fo=1-5=089

In unadistribuzione qualsiasi, i valori argomentali della popolazione si distribuiranno attorno al
valore della media secondo |e seguenti percentuali:

il 75% degli individui saranno contenuti nell'intervallo m + 2s
I”89% degli individui saranno contenuti nell’intervallo m £ 3s

3.1.3. SIGNIFICATI COLLATERALI DEL TERMINE MEDIA

Lamediadi unadistribuzione ha un significato molto limitato in quanto dice quasi nulla sulla
struttura internadella variabile statisticain esame.

In molti casi, ein particolare in quelli che ci riguarderanno piu da vicino, ala mediaviene perd
attribuito un significato che trascende il suo senso descrittivo; nei casi che analizzeremo in questo
corso, lamedia esprime la tendenza della popolazione intera a voler assumere quel valore senza
differenziazioni tragli individui. Lamedia assume allorail significato di strutturainternadella
popolazione che alcuni agenti perturbatori hanno mascherato nei singoli individui dietro una
variabilita contingente.

In altri casi si cercadi semplificare una questione che coinvolge un insieme di individui
sintetizzando con un solo valorei differenti valori argomentali posseduti dagli individui.

Questo valore di mediaviene utilizzato come se fosseil valore argomentale posseduto
univocamente datutti gli individui della popolazione.

Questo significato relativo di media é di uso frequentissimo nel parlare comune; per esempio, ogni
voltache s parladi consumo medio per abitante di un certo prodotto, tale valore medio non viene
cacolato in vistadel consumatore che non s sente per nulla rappresentato da tale numero, né tanto
meno in vistadi unaindagine sulla distribuzione statisticadei consumi, ma solamente dal punto di
vistadelle necessita di approvvigionamento del prodotto. In questo contesto non interessa comeil
prodotto viene suddiviso nel consumo frai diversi individui, masolo il consumo medio di ogni
individuo.

Ogni volta che si sente parlare di media & importante avere presenti questi significati e saperli
applicare correttamente.
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3.1.4. VARIABILE STATISTICA A DUE DIMENSIONI
Supponiamo che gli individui di una popolazione siano caratterizzati da due attributi che possono
assumere forme diverse (ad esempio per ogni abitante di una citta si possono considerare il peso e

I'dtezza).
altezza.

-5

Peso

Y

| valori argomentali assumono il significato di coordinate dell'individuo nell'ambito della
popolazione. Analogamente a quanto visto per la variabile statistica ad una dimensione, gli
individui possono essere raggruppati in classi, ognuna delle quali e caratterizzata da due valori
argomentali x, e y* e nella quale vanno raggruppati tutti gli individui che hanno valori
argomentali compresi in un intervalo D, néll'intorno di x; ed in unintervallo Dy nell'intorno di y.

dtezza

4

Ay

h

Il risultato di un censimento della popolazione considerando due attributi pud essere raccolto in una
tabella a doppia entrata del tipo di quellaqui sotto rappresentata.

Distribuzione condizionata
dellaY perx=x;

digtribuzione margindedelayY

e

’

y U | X= X) X2 X3 X,
i Fu | Fa | Fa Fn | m S N
V2 Fio | F; | Fi Fp | m | gljnbuzmne Eondmonata
¥ Fis | Fos3 | P33 Fs | ms axpeary=y.
Ys Fis Fas | S Fﬁ-\ mg ~—
n; nz fLE] B

N «
\ numerosita della popolazione

distribuzione marginale dellaX

Fig. 3.8 tabella a doppia entrata
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Ogni Fy dellatabella rappresenta la frequenza assoluta degli individui caratterizzati dai valori
argomentali X;, Y- Il risultato di tale classficazione s chiamadistribuzione adue dimensioni.
Nell'ultima colonna della tabella vi sono le somme delle frequenze di ogni riga; questi dati
rappresentano la distribuzione marginale della Y cioé una variabile statistica a una dimensione che
definisce la distribuzione dell'attributo Y senza tenere conto dei valori argomentali assunti
dall'attributoX.

Analogamente i valori riportati nell'ultima riga definiscono la distribuzione marginal e dell'attributo
X, cioé lavariabile gatistica monodimensionale che s sarebbe ottenuta censendo la popol azione nei
soli riguardi dell'attributo X.

Ovviamente, lasommade valori dell'ultimariga o dell'ultima colonna, N, € pari a numero totale
di individui.

Unagenericariga dellatabella e una distribuzione condizionata della X, cioé rappresentail modo in
cui s distribuisce I'attributo X tra gli individui della popolazione caratterizzati da un unico valore
dell'attributo Y.

Ana ogamente una generica colonna rappresenta la distribuzione condizionata dell'attributo Y.

Ai vaori delle frequenze assolute, possono essere sodtituite le frequenze relative. Nelle casdlle della
tabella a doppia entrata possono essere scritte le frequenze relative f;, ottenute dividendo le
frequenze assolute F per il numero totale N di individui della popolazione.

y g | X= X1 X2 X3 Xr
i fir | £ | £ 1 | w
Y2 fi2 £ f52 fr2 M2
¥3 fis | fo3 | fi3 fs | Hs
¥s fls f2s f35 fts s
v, v V3 v, 1

Per ottenere le frequenze relativem eu deledistribuzioni marginali, i numeri dell'ultima
colonna e quelli dell'ultimarigavanno divis anch'ess per il numero N e s ottiene in particolare
che:

=) f v=) T
=2 f =2t (10)
Inoltre risulta evidente che:

r §

f, =1

i=? k=1

In una distribuzione a due dimensioni X, y valgono le seguenti relazioni:

il momento di primo

grado o mediadellax ™ =2 2 xSa=2 5 Sa =%,

iml  kml =l k=1 i=]
momento di 2° grado

r 3 I 5 r
o valore quadratico ’”zm=z Z X; fa =foZfa=fov,v

medioddlax la =1 A= =l b e
varianza dellax r.ow , . . .
O': =Z Z (I,- _ml(x))zfi& =Z(xf _ml(x})zzf::k =Z(x;' _ml(x))zvi ( )

k=

i=1 k=1 i=l =1
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Anaoghe relazioni s possono ricavare per la variabile y. Come si pud notare, le tre statistiche di
una delle variabili di una distribuzione a due dimensioni coincidono con le analoghe statistiche
calcolate in base dle distribuzioni marginali.

Si pud inoltre calcolare il momento misto:
m,, =zzxi)ﬁ:fﬂ;

i=1 k=1
r s

e il momento misto rispetto alle medie
chiamato covarianza: Ty = Z] ; (%; =m0 )Yy — My ),

Sviluppando la (17) ericordando la (13) e
I'anal oga espressione della media per I'attributo y i pud dimostrare che sussiste la seguente

relazione:
Oxy = My = My My

I momenti di secondo grado di unavariabile statistica a due dimensioni possono essere considerati
quali elementi di unamatrice quadrata Simmetrica chiamata matrice di varianza - covarianza:

o, o,
o. o’

Xy y

In una variabile satistica ad n dimensioni lamatrice di varianza - covarianza (es. n = 3) sar&

012 Op O3
Gy 0'22 Oy
05 Oy 0'32

La correlazione fra le due variabili di una distribuzione a due dimensioni € una specie di
dipendenza, diversa perd da quella funzionale in quanto ad un vaore di una variabile possono
corrispondere piu valori della seconda variabile.

Yi

ntyr—mmmm— -;

O . » X

Fig. 3.9 concetto di correlazione
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La correlazione puo essere forte o debole; una correlazione debole e caratterizzata dal fatto che

le

distribuzioni condizionate variano poco a variare dell'altra variabile; in una correlazione forte i

valori delle due variabili sono quas |egate da una dipendenza funzionale.

Yi Yi
. :. . Lot )
L 3 .::'. +*® ..
* 0 o8 @ -
..:o:: . o*
O - X O - X
Correlazione lineare debole Correlazione lineare forte

Fig. 3.10 correlazione lineare

Lamisura della correlazione deve essere indipendente dal valore che assumono le variabili
considerate e questo avviene considerando le variabili scarto standardizzate:

= My i (6]
X—m y—m
o, o,

Si definisce coefficiente di correlazione lineare la quantita:

Oy

0.0,

T=

Il termine a numeratore della (21) e uguale d momento misto , o covarianza, per cui il coefficiente

di correlazione lineare assume laforma:

Z(xj ~ My )(y,- - ml(y))

No, 0,

r=
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Con riferimento allatabella prima citatala condizione di indipendenza s esprime con le relazioni:

F, F _ F, Fiy _ Fy _ F, &_ Fs N __1_:5
n, n, n n, n,  n n, n, n, _
OVVero: .
Flj Fm‘ Fg .
N = j=12,....s
n, n, n,

Apphlicando la regola del componendo st ottiene inoltre: '

Ei__ F, +F,+.+F, _m;

n, o +m+.+n, N '3 102
F,, F,+FE,;+.+F, o m; - 5_-&

n, 0, +n,+..+ n,—N“‘Mj m, N |
F, Fj+F+.+F, m '
n, n, 40,440, N i

102

Quindi selevariabili sono indipendenti le distribuzioni condizionate di una di esse sono uguali fra
loro e coincidono con la distribuzione marginae.

Selay non é correlata con lax, anche la x risulta non essere correlata con lay per cui € validaanche
laseguente relazione:

F,

i _ B

m, N
Inoltres ha:

F, n; mj

oS ves

Da questa ultima relazione discende la seguente proprieta fondamental e:

in una distribuzione bidimensionale in cui le variabili non sono correlate, la frequenza relativa che
compete a ogni intervallo bidimensionale, € uguale al prodotto delle frequenze relative delle
distribuzioni marginali situate sulla stessa riga e sulla stessa colonna.

Sele variabili sono correlate dlorala (24) non é verificatae quindi si puo porre:

F. a F. F F, m, F.F
2of =—.2=y > ure @ —=f,=—t.—=p—
N—f“ N n; ]V'lli Sl N fi N m; # m,

Da questa relazione discende la seguente proprieta:

guando le variabili di una distribuzone bidimensionale sono correlate la frequenza relativa della
coppia di valori X;, Y; € uguale al prodotto della frequenza relativa della x, nella distribuzione
marginale per la frequenza relativa del valorey; nella distribuzone condizionata per Xx—jc,.
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NOTA : in una distribuzione a n dimensioni in cui le variabili sono indipendenti, la frequenza
relativa corrigpondente a una nuvola di vaori X1, X2, ..., X, € pari a prodotto delle frequenze
relative de valori X1, X2, ...,X, nelle distribuzioni margindi.
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3.3.1. DISTRIBUZIONE NORMALE A DUE DIMENSIONI

Consideriamo due variabili casuali di tipo normale (X e Y) fraloro indipendenti; la probabilita
legata al'individuo caratterizzato dai valori argomentali x e y € data da prodotto delle singole

probabilita:
(-m,F b-m,F _n[(x--,r M]
foy)=mm—e ¥ b W 1 G
J270? \ f 270 270 ,0,

E pitl complesso determinare I'espressione della densita di probabilita normale a due dimensioni
nell'ipotesi che le due variabili x e y siano correlate e distribuite con legge normale. Diamo questa
espressione senza dimostrazione:

2
_ I x_-i( ) 2 x-nlu) YWy, r?“"-l(y)
Z(I-p L G,

1
276,6,41-p°

flx,y)=

[l parametro r cheinterviene adefinire ladistribuzione & espresso da sequente rapporto:

— *
r=sy/Sx*Sy

Si puo dimostrare che la (57) € in accordo con tutte le definizioni e proprieta delle distribuzioni
continue adue dimensioni.

Inoltre & evidente che la (57) e l'equazione z=f(x,y) di una superficie lacui rappresentazione grafica
rispetto atre assi coordinati X,y,z e riportatain figura 13.

Y

Fig. 3.15 - Rappresentazione graficadi una distribuzione normale a due dimensioni
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Per |e applicazioni allateoria delle misure € utile studiare le curve di intersezione di questa
superficieconi piani z = K.
Come s puo facilmente dimostrare esse sono delle ellissi le cui dimensioni variano a variare della

costante K.
L'ellisse che corrisponde a valore K = 1 s chiama ellisse standard (vedi Fig. 3.16) i cui semiassi

maggiore e minore (a e b) sono forniti dalle seguenti relazioni:

a’ =%(°i +c§)+%\l(c§ —-ci)z + 40},

b = (07 +07) =3[0} ~02) + 407,

Inoltre I'angolo F che il semiasse maggiore dell'dllisse formacon I'asse delle x s pud determinare
con laseguenterelazione :
xy
2 2
G, ~ 0,

tan2¢ =

S puo dimostrare infine che se un elisse standard ha gli assi paralleli agli assi coor dinati, non vi
ecorrelazionefraleduevariabili.

Daun punto di vista statistico I'ellisse standard rappresenta l'area al'interno dellaquale si hail
39% di probabilita di trovare un individuo estratto a caso dalla popolazione. In un'ellisse di
dimensioni doppie tale probabilita sale a circal'80% , mentre in un'ellisse di dimensioni pari a
3 volte I'éllisse standard |a probabilita superail 99%.

\ 4
v
»s

Fig. 3.16-parametri dell'ellisse standard
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34. IL PROBLEMA DELLA STIMA

Abbiamo detto che ogni operazione di misuradi una grandezzafisica, purché affetta da soli errori
accidentali aventi mediamente |o stesso ordine di grandezza, equivale all'estrazione casuale dauna
densitadi distribuzione normale o0 gaussiana.

Inoltre abbiamo visto che per definire in modo completo una qualsiasi distribuzione normale
occorre determinare il valore dei due parametri di mediaedi varianza.

D'orain avanti definiremo:

sima il valore numerico che assoceremoame s.;

stimatore larelazione analitica, funzione di un campione limitato di estrazioni casuali, che consente
di definire lastima.

3.4.1. IL PRINCIPIO DI MASSIMA VEROSIMIGLIANZA

Partiamo dall'assunto che per ogni grandezza esista un unico numero che ne esprime la misura
vera, e che le fluttuazioni dei risultati Siano dovuti ad errori accidentali presenti in maniera
imprevedibilein ogni operazione di misura.

Tecniche di misura piu raffinate dovrebbero ridurre gli errori entro limiti sempre piu stretti onde
avvicinars sempre di piu alasituazione ideale di biunivocita fra grandezza e misura.

Nella pratica operativa ad ogni grandezza corrisponde sempre una molteplicita di valori
leggermente divers traloro.

Occorrerisolvereil problemadi come combinare questi risultati in modo daricavare un unico
valore che siail piu vicino alamisuraverae lasuaatendibilita.

I risultato di una singola operazione di misura € un evento aleatorio, che si puo configurare come
una estrazione a caso dalla popolazione di misure possibili.

Misurare una grandezza equivale adefinire i parametri (media e varianza) della distribuzione delle
misure possibili sullabase di un certo numero, molto limitato, di misure ripetute.
Si stabilisce cosi unarelazione biunivoca frala grandezza e la distribuzione delle misure possibili.

Misurare direttamente una grandezza significa:
1 individuareil modello matematico (ladistribuzione) che la rappresenta adeguatamente
2. definirei parametri della popolazione (media e varianza)

Laricercadel modello matematico che rappresenta adeguatamente una distribuzione di misure
possibili deve necessariamente partire darisultati sperimentali.

Questaindagine porta ad affermare che ladistribuzione gaussiana si presta bene a rappresentare
una popolazione di misure possibili.

Ad unalegge di distribuzione di tipo gaussiano conduce anche una indagine teorica basata sulla
ipotesi cheil produrs delle fluttuazioni accidentali di misura siadovuto al sommarsi di numerosi
piccoli effetti aleatori, ognuno dei quali haunadistribuzione qualsiasi.

Lastimade parametri della distribuzione, in funzione dei valori di un campione estratto a caso,
avviene attraverso I'applicazione di principi assomatici, uno dei quali e quello di massima
verosmiglianza.

Consideriamo una distribuzione teorica f(x) dipendente da r parametri 0, ,0>,- - - - - - - 0,
Consideriamo unaepnuplax; ,x2," =+~ - - - Xp di Individui estratti a caso dalla distribuzione teorica.
126
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Ladensitadi probabilita di questa distribuzione sara:

P(x1, X2, ..... xn/ql, g2,.. ..,qn) = f(x1)*f(x2)....... f(xn) (61)
Per unadeterminalaseriedi vaori X1, X2,................. Xnladengtadi probabilita P assumeravdori divers
asecondadei valori dei parametri g1, g2, .....cc.c...... qn, considerati.
Maggiore verosimiglianza o plausibilita hanno quelle stime dei parametri g, . @, - - - - - 0, che

rendono massimalaP.

Applichiamo il principio di massima verosimiglianza ad una distribuzione gaussiang; i parametri da
stimare per una distribuzione gaussiana sono lamedia e la varianza.

Y,

o’

__'X

m

Fig. 3.17 distribuzione gaussiana

La probabilita di estrazione legataa singolo individuo x; della ennupla di valori estratti a caso X1 ,

D T X, daladistribuzione teorica sara:
dp, = f(x,‘ )dx
Laprobabilitadi uscitaddlintero campione X1, X2.,................. Xn g ottiene gpplicando il teoremadelle

probabilita composte:
dP:f(xl)'f{xz) """" f(xn) (d"”)

Lef(Xi) dipendono dai parametri incogniti di mediaedi varianza. Al variare di questi parametri,
varieranno anche le f(Xi) e quindi ladp.

L'applicazione del principio di massimaverosimiglianza ci fara assumere come migliore stima
(stimapiti plausibile) di m e s* quellache renderamassmaladp .

Sela f(Xi), comeipotizzato, € una gaussiana avremo:

1 _(Ir")z

flr)e e

80



- LY (xom ¥

>

P(x,,xz, """ Xn /m’o_z)= f(-ﬁ)' f(xz)““f(xn)=(2’w+)me T

che diviene massima quando € minimo |'esponente di e ovvero quando:

! i(xi —m)z =min

2
20° 3

e per S” = codtante diventa: i(xf ~m)' =min

cherappresentail PRINCIPIO DEI MINIMI QUADRATI.

Sela f(x) € una distribuzione gaussiana, il principio di massima verosimiglianza conduce al
principio dei minimi quadrati e la diretta applicazione di questo principio porta alla
determinazione della stima piu plausibile del parametro media:

i(xf—m)2 = min

i=1

(62)

3.4.2. PROPRIETA DEGLI STIMATORI

Oltre a procedimento di stima fornito dal principio di massima verosimiglianza si possono
inventare atri procedimenti per stimare i parametri di una distribuzione di probabilita. In
particolare per i due parametri m e s che definiscono una distribuzione gaussiana, qualunque
funzione del campione edratto X;, X, ... X, pud fornire delle stime. Genericamente il
procedimento di stima del parametri di una distribuzione normale sara indicato nel seguente
modo:

"_n'i2=h(x,,x2,...,xn)
G =g(X;,X;55002X,)

dovelefunzioni h e g rappresentano i generici stimatori .

Owvviamente tratutte le possibili stime dei parametri della popolazione occorre sceglierei valori
da utilizzare seguendo alcuni criteri logici. Si stabiliscono quindi delle proprieta cui le stime
generate dagli stimatori h e g devono soddisfare.

Una stima deve essere:

> consistente

> non affetta da errore sistematico

> efficiente

Unastimas dice consistente se a tendere adl’ infinito del numero n di elementi costituenti il
campione utilizzato tende al valore teorico del parametro stimato.

Osservando le (63) si puo notare che ogni stima e una quantita aleatoria in quanto dipende da
un campione aeatorio (ossia ogni campione di n elementi consente di ottenere un diverso valore
dellastimadd parametro).

Quindi ogni funzione degli n valori estratti definisce una popolazione delle stime da campioni di n
elementi ovvero unavariabile casuae.

Per |e popolazioni delle stime s potranno definire, anal ogamente a quanto avviene per una
gqualsias variabile casude, lamediaelavarianza



Unastimasi dice non affetta da errore sistematico se lamedia della popolazione delle stime
coincide con la media della popolazione da cui vengono estratti i campioni.

Unastimasd dice efficiente se, rispetto atutte le possibili stime del parametro, la popolazione cui
appartiene halavarianza minima.

Per verificare la bonta o meno della stima della media, ottenuta attraverso |'applicazione del
principio dei minimi quadrati, dobbiamo calcolare il valore della media teorica della popolazione
delle medie (popolazione delle stime).

Ciascun valore della popolazione delle medie e stato ricavato come media aritmetica di una

ennuplettadi individui (Xq,X,,.....X,) estratti dalla popolazione X:

guesta operazione € stata ripetuta infinite volte (sono state estratte infinite ennuplette x1,X»,...Xy) per la
costruzione della popolazione delle medie.

La relazione tra m e X,X3,X, & una relazione tra popolazioni (tra variabili casuali) e quindi
appiicando le regole viste prima che consentono le operaziom tra variabili casuali sara possibile
calcolare il valore defla media teorica della popolazione delle medie.

Utilizzando 1’operatore Mfa] con il significato di “calcolo il valore della media teorica della
popolazione a”:

M) = Ml + o Ml + - M)

> |lapopolazione x; e costituita dainfiniti valori "estratti per primi" dalla popolazione X
avente quindi mediateorica=m

> |apopolazione X, & costituitadainfiniti valori "estratti per secondi" dalla popolazione X
avente quindi mediateorica=m

> |apopolazione x, € costituita dainfiniti valori "estratti per ultimi" dalla popolazione X
avente quindi mediateorica=m 1

M[m]=;m+;m+ ........ ~m=m
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Lamediateorica della popolazione delle medie coincide con la media teorica della popolazione
origine e quindi la stima non é affetta da errore sistematico.

Applicando sempre le regole di combinazione di variabili casuali € possibile calcolare anche la
varianza della popolazione delle medie s2...

i3
_ 2
m = izl =x1+x2+_._xu

n n n n

la relazione tra m e X1,X2,°Xp € una relazione tra variabili casuali e quindi:

1 o’ (66)

In base dle definizioni date prima, possiamo dire quindi che la stimam e anche efficiente.

In altre carole |'effettuare n osservazioni di una stessa grandezza, ovvero |'effettuare n estrazioni da

”
X

una popolazione di varianza 67, e costruire la media aritmetica del campione 7 = =L equivale
n

ad eseguire un’umica osservazione da una popolazione che ha la stessa media teorica (m) ¢ una
2

varianza n volte piu piccola (O-T).

Il significato pratico di quanto dimostrato € evidente:
per misurare correttamente una gradezza e necessario ripetere piu volte la misura e assumere
come valore della grandezza quello espresso dalla media aritmetica delle misure.

La stima dellavarianza della popolazione originale, in base al campione estratto e affettainvece
daerrore sistematico.
Nfatti, secondo la definizione data lavarianzavale:

s? =Z(xj -;)zf,- =% y (x,, ‘;)2

i=1



pensando di ripetere infinite volte I'estrazione dell’ ennupletta di individui X1,X2,...Xn ci costruiremo
le popolazioni della varianza s e le popolazioni dei termini a secondo membro. | valori teorici di
tali popolazioni s otterranno applicando I'operatore mediaM a primo e a secondo membro:

1< 2 _
M[52]=M|:—Z(xj -m)z}—Mkr;—m)z]= o’ _2‘_20_2_{1__1
R n n
La media della popolazione degli s non coincide con s2 e pertanto la stima € affetta da errore
Sstematico.
Per ottenere una stima non affetta da errore sistematico sara sufficiente moltiplicare tutti gli

individui per -

Lastimadellavarianza della popolazione originale sara quindi;

Misurare direttamente una grandezza significa quindi:
> essguire N osservazioni Xy, Xo,...Xn
> calcolarelamediaaritmeticam

> calcolarelavarianza della popolazione delle medie oo

Lamisuradellagrandezzas esprimeracome:

mtom
I segno + non hadcun particolare Sgnificato, sasolo ad indicare cheil numero che segue elo scarto

queadratico medio ddlapopolazione dacui € sato edratto m.
Per quanto vigto in precedenzala probabilitatotae dei vaori compres tra



- e m+on & del 68%
m € m+t20a e del 95%

n € Mm+30m ¢ praticamente del 100%

I
aﬂ&la'

L'intervallo £3s,, rappresenta quindi la massima variazione possibile dei valori m ottenuti facendo
lamedia aritmeticadi n misure.

La massima variazione di una sola misura x; € invece pari a+ 3S ; Si pud quindi assumere come
affetta da errore grossolano quella misura che differisce dalla mediam per piu di + 3er.

n vantaggio di eseguire n misure e di calcolare la media aritmetica m si concretizza nella
diminuzione di sgrt(n) volte dell'intervallo di variabilita delle misure; questo aumento di
precisione non pud pero essere molto spinto perché il beneficio cresce con la radice quadrata del
numero di ripetizione delle misure. Per ridurre alla meta il campo di variabilita bastano 4 misure
mentre per ridurlo di 1/3 ne occorrono 9 e cosi via.

Se si € eseguita un'unica misura di una grandezza e disponibile un solo valore che rappresentala
stima della media; non si haalcun modo di verificare se tale valore e affetto da errore grossolano.
Come s della popolazione da cui e stato estratta la misura conviene assumere quello della
precisione strumental e caratteristico dello strumento impiegato per la misura.

Anche quando si eseguono misure con strumenti di bassa precisione conviene associare al valore
rappresentativo della misura un S pari alla precisione strumentale perché, probabilmente, |a
ripetizione della misura darebbe un valore uguale a quello precedente e sarebbe errato attribuire alla
misura uno scarto quadratico medio nullo.

Esempio:
un angolo azimutal e é stato misurato 4 volte con i seguenti risultati:

o misurato o-m, (ot - ma)
54%.6542 - 0,0001 110°
548 6539 - 0,0004 16 107
5486547 0,0004 16 10°
548 6544 0,0001 110°

s 34 10°

Mo = 5486543

2 i(""';’;“)z _34-10°

— _i=l

~113-10"° e quindi & = +0¢ 00034

1’angolo misurato sara espresso quindi dal valore: @ = 54%,6543 + 0% ,00017
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3.4.4. MISURE DIRETTE DI DIVERSA PRECISIONE

Se una grandezza (esempio un angolo) viene misurata piu volte con strumenti con diversa
precisione o in condizioni operative diverse, non € possibile ottenere il valore piu rappresentativo
della grandezza facendo semplicemente la media aritmetica delle misure eseguite. Samo in questo
caso:

1 /— 012

m 0,
Fig. 3.20 misuradi una grandezza fatta con diversa precisione

Da ciascuna delle n popolazioni di misure possibili aventi tutte la stessa media teoricam, in quanto
s riferiscono ala misura della stessa grandezza, ma varianze s;° diverse, in quanto di precisione
diversa, € stata eseguita un'estrazione a caso che hadato luogo ai risultati Oy, O,,......0,

Ciascun valore Oi puod essere considerato come singolo individuo estratto dalla popolazione di
misure possibili o comelamediadi un certo numero di estrazioni eseguito nella stessa popolazione.

Ciascun valore O rappresenta una stima della media teorica m, comune a tutte le popolazioni, maé
evidente che se la stima della media teorica m viene fatta sulla base di tutti gli Oi si ottiene un
valore piu attendibile.

Laprobabilita di estrazione del singolo individuo Oi dalla relativa popolazione e data da:

(O:_"')z
20’;2 (70)

1
f(O!')= ?271_0_‘2 .

Ciascun individuo Oi s puo pensare come il risultato della media di pi individui estratti da una
popol azione avente |a stessa media teorica m delle singole popolazioni e varianza pari a S,” acui si
dail nome di varianza dell'unita di peso; essa rappresenta la varianza di una popolazione a cui
stato arbitrariamente attribuito peso unitario.
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Fig. 3.21 estrazione dalla popolazione originale e dalla popolazione delle medie
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Estrarre un individuo (O;) dalla popolazione che ha varianza s? equivale ad estrarre pi individui
dalla popolazione con varianza s, e farne lamedia

Il peso assume il significato di un coefficiente di omogeneizzazione delle diverse popolazioni sulla
popolazionefittiziadi peso unitario; mediante i pes tutte le popolazioni vengono riferite dla
popolazione di peso unitario.

| pes delle singole misure Oi diventano:

o S S S
Pi=—% P.=—~ py=— - D=5
T PTey PR

assumendo ¢, arbitrariamente.

La probabilita di estrazione del singolo individuo Oi dalla popolazione che havarianza s’ & data
quindi da

12 -L(o,-m)
f(oi)= IZP;IO'OZ e '

Laprobabilitadi uscita ddl'intero campione O,0,, ...... O, saradato da prodotto delle probabilita di
uscitadei singoli individui evae:

| .pz pn )”2 e‘z‘:_o;gtps(oi—m)z
(27:0'02)”2

Quaunque siail valoredi s il massmo di V s avraquando I'esponente di e sara minimo:

V(0,,0,,..0,,m,02)= (r

ips(oi - m)2 =min

i=l
Il minimo dellafunzione S s ottiene derivando lafunzione
Zps(oi—m)z = min 2ip,-(0,-—;,)=0 inOi _;Pipi=0
i=]

- i=l =

-

iz}

stessa e uguagliando a zero:

Il valore cosi ottenuto si chiama media ponder ata delle n osservazioni O1, 02, ..... O, di diversa
precisione.

Sei pesi vengono moltiplicati tutti per una stessa costante, il valore della media ponderata non
cambia. Si giustifica cosi il fatto che, se sono note le varianze S? s potra assumere arbitrariamente
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il valore di s4? per ladefinizione dei pesi 0, analogamente, se sono noti i pesi, questi potranno
essere moltiplicati tutti per una costante arbitraria.

Dobbiamo verificare se la stima della media ponderata ottenuta attraverso |'applicazione del
principio di massima verosimiglianza & una buona stima o meno.
| parametri di giudizio sullabonta della stima che abbiamo definito sono:

1. consistenza

2. dffettadaerrore sistematico

3. efficienza
Per fare questo dobbiamo costruire la popol azione delle medie ponderate immaginando di ripetere
infinite volte |'estrazione dell'ennupla di osservazioni O1, O2, ..... On dalle n popolazioni e
costruendo ogni volta un individuo della popolazione delle medie ponderate.
Indicando tra parentesi quadre tutti gli individui di una popolazione (infiniti) e stabilito che lamedia
(indicatacon lalettera M) degli infiniti valori estratti da una popolazione € pari a vaoreteorico s
avra

m{o]=M[0,])=----M|0,]=m

e quindi lamedia della popolazione delle medie ponderate sara:

M[m ]= M0, }+ p,M[0,)+----p,M[O, __ =
’ P+ P +p, >

Si dimostracosi che lastimadi m, € consistente e non e affetta da errore sistematico.

Per quanto riguarda la varianza della popolazione delle medie ponderate, applicando le regole di
combinazione di variabili casudli:

)2 3 pio?

ot oo ot T

ial

Questo stimatore, che s dimostra essere uno stimatore corretto, esaurisce il problema che ci siamo
posti nel caso in cui siano note le varianze delle singole osservazioni che hanno contribuito alla
stimadella media ponderata.

Nel caso in cui S conoscano solo i pesi, larelazione che consente di stimare la varianza della media

ponderata s ricava dalla (74) sostituendo alle quantita s? I'equivalente espressione ricavabile dalla
2
T,
relazione (71) o = —p° per cui si ottiene:

Zpi 'a': Zpi

2
3 i=l it Ty

Per poter utilizzare questa nuova espressione, occorre stimare la quantita so
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Questo puo essere fatto utilizzando il campione di misure utilizzate per la stima della media
ponderata. Si noti che al variare del campione varierala stima dellavarianza dell'unitadi peso, per
cui quest'ultima quantita risulta anch'essa una variabile a eatoria caratterizzata da una determinata
distribuzione.

Per trovare uno stimatore dellavarianza dell'unita di peso utilizziamo nuovamenteiil principio di
massima verosmiglianza. Conviene, in questo caso, utilizzare il logaritmo dellafunzione di
verosimiglianza definitadalla (72). Otteniamo:

1 n n. , I g 2
InV =3 In(p, P p,)~5 In27-3 1m0} 553 p, (0, - m)

Questa funzione risultamassima per quel valore di s, che soddisfa alla seguente condizione:

é’an_ n 1 &

2
= + AO. ~m) =0
o 20! 20, i,.p’( ! )

per cui sostituendo alla mediateorica, la media ponderata stimata con la (73) S ottiene:

ipi"viz

~2 _ =1
o-o —
1

" n—1
Mei]- ol
Quindi lamiglior sima dellaquantitaé o & ricavabile con laseguente espressione:

Larelazione sopraricavata € uno stimatore non corretto in quanto affetto da errore sistematico. S
puod dimostrare che, analogamente a quanto abbiamo visto nel caso della stimadella varianza di una
serie di misure dirette di uguale precisione, la media della popol azione espressa dalla (76) non
coincide con il valore teorico del parametro che vogliamo stimare. Applicando I'operatore M s
ottiene infatti:
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3.4.5. MISURA INDIRETTA DI UNA GRANDEZZA

Consideriamo una grandezza X e n grandezze X;,Xs,... X, trale quali esstaun legame funzionale
dd tipo:
X= f(X]_,Xz,. . Xn) (78)

Le grandezze Xi possono essere misurate direttamente e quindi essere tra loro stocasticamente
indipendenti; in questo caso ognuna di loro € rappresentata da una stima della media e della
varianza che ha caratterizzato |'operazione dellaloro misura.

Se invece |le grandezze Xi sono misurate indirettamente esse risultano generalmente stocasticamente
correlate e quindi sono rappresentate dai valori stimati delle rispettive medie e da una matrice di
varianza-covarianza della distribuzione an dimensioni X;,Xs,... X,

2

o, Opn On

2

c o o

12 2 2n
U=

6, O o?

1] 2n n

Larelazione (78) definisce lagrandezza X come unavariabile casuaei cui parametri dipendono dai
parametri delle distribuzioni di probabilita delle Xi.

Misurare indirettamente la grandezza X significa dungue definire la distribuzione delle misure
possibili della X apartire dalle variabili casuali indipendenti che definiscono le n misure dirette
oppure lavariabile casuale a n dimensioni dipendente dalle n variabili X1, X2, ..., Xn, che definisce
globamente le misure indirette di queste grandezze.

Il problema & facilmente risolvibile con le nozioni fino ad ora apprese, seil legame funzionaef é
una combinazione lineare delle Xi

Infatti in questo caso lagrandezza X risulta espressa dalla seguente relazione:

Y=a X, +a,X,+..+a X,
e ricordando quanto detto a proposito del sistemi di variabili casudli, la stima della media di X, nel
caso in cui le grandezze Xj siano stocasticamente indipendenti, risulta essere espressa dala
seguente relazione:

Xp.=aqX,, +a,X, +..+a kX,

elavarianza

ol =alo} +alol+..+alo?

Se le variabili Xi, sono correlate, la stima della media coincide con quella determinata dalla (81),
mentre la stima della varianza viene calcolata con la seguente relazione (omettiamo la
dimostrazione):

sy =ajo; +ajo; +..talol +2a,a,0, +22,a,0,;,+..4+2a,a,0,, +2a,2,0,,+..+

+2a,a,0,, +...-1-2a(,1,_,,311":7(,‘_”,Ul
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Generalizzando se non facciamo alcunaipotes sullaformadel legame funzionale f si effettuail
seguente ragionamento.

Sia Oy, O,,..,0, un campione estratto da ciascuna delle distribuzioni di misure possibili di X4,

Xo,....X . Ogni valore O; el risultato di un'estrazione casuale dalle distribuzioni di mediateorica
Xim.

A 4

XZ:rn I02

Fig. 3.22 estrazione del campione

Quindi € possibile esprimere le O, nel seguente modo:

O, =X,,+v, 0,=X,, +v, 0 =X, +v,

Se gli scarti v, sono sufficientemente piccoli da poter considerare trascurabili i loro quadrati,
possiamo linearizzare la (78) con uno sviluppo in serie di Taylor attorno a punto definito dalle
medie teoriche Xi, Risulta

£0,,0,,..,0,)= f(X,, +v,, Xy ¥ Vyps X +V,)=
=f()(m,){m,...,Xm)-t-[%lv1 +..,+(€g: l!v,

Ripetendo infinite volte |'estrazione del campione Oy, O,,..,0, insieme con |le operazioni prima
descritte, costruiamo le popolazioni a primo e a secondo membro della 77. Applichiamo quindi
I'operatore M ale popolazioni cosi costruite:

M[£(0,,0,.,...0,)- f( X\, X s s X )= (%l My ]+ ..+ {g ]- My, ]

La media della popolazione a primo membro € nulla in quanto il secondo membro & una
combinazione di variabili scarto che per definizione sono distribuzioni a media teorica nulla e
quindi:

M[f{Oy, 0,.....00)] = {lXim Xoms---Xnm)  perché gli infiniti valori teorici f{Xim,Xzms. - .- Xnm) SONO
tutti uguali tra loro

Ogni ennupletta Q;, 0,,..,0, estratta & una stima di X={0,,0.,.....0y).
Le infinite ennuplette generano la popolazione della X che avra media teorica = Xy, :

Xm = f(le » XZm kAt Xm)
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Concludendo, nell'ipotesi che gli scarti Vi siano piccoli in modo tale da poter considerare ininfluenti
i termini di ordine superiore a primo (questo e vero se i valori O, derivano da una operazione di
stima corretta delle medie delle popolazioni Xi), la media della grandezza X pud essere stimata
introducendo nella (86) le stime delle medie delle popolazioni Xi.

z?m =f le ,Emn,-.-,?um)

Per lagtimaddlavarianzaddla X ricordando che:

o2 =M{1(0,,0,...0,) - (X0, Xporn X W)= ﬂ%]m My, )+ +[ g l' M, ]}’

otteniamo, nel caso in cui le grandezze X siano incorrelate, la seguente espressione per la stima
dellavarianza della grandezza X:

&) () ot (2]

Nd caso in cui le grandezze Xj sano correlate, 1a (88) assume laformulazione pit generae:

cri,:(—é—r—) crf+( ] c:rf-i-...-!—[—q—] -af+22(#q][£—]-crﬁ
X, /., 5 X, ), i \K, ) | &X;

Le (88) e (89) sono espressioni della cosiddettalegge di propagazione delle varianze.

In praticaanche in questo caso saranno disponibili solo delle stime e non |e grandezze teoriche.
Con leformule (88) e (89) s ricaveranno quindi delle quantita stimate e mai quelle teoriche.
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Esempi di misuraindirettadi una grandezza:

misurati «, 3, b
determinare il lato a

B
Misurare o, B, b significa determinare la stima della media ¢ lo s.q.m. delle grandezze:

atro. Bros btos

Misurare indirettamente la grandezza “a” significa ricavare la stima della media e dello s.q.m. di

‘4a”.
Applicando la 78 bis st avra:
b

a=—=sinx

sinf3

Le variabili casuali o, B, b sono tra loro incorrelate e quindi applicando la 79 avremo:

o, =(g)2 = .,.(i]z p +(1]2 P =[sin§]2;§ +{3cos_§]2-l —Esinaiosﬁ‘
% /. oa /. %), sinf sinf sin® B

L’espressione corretta di a sara:

2
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3.4.6. MISURA INDIRETTA DI PIU GRANDEZZE CON EQUAZIONI ESUBERANTI

n problema che affronteremo in questo paragrafo rappresenta il caso di gran lunga piu
utilizzato in tutte le applicazioni topografiche e fotogrammetriche.

Questo problema pud essere formulato nel seguente modo: stimare la media e la matrice di
varianza-covarianza di unadistribuzione r-dimensionale funzione di r grandezze indirette Xy,
Xs,...,X, apartire daun campione di n misure dirette rappresentate da n distribuzioni incorrelate,
di mediaevarianzanote, L4, L,, ..., L,.(conn>r).

I risultato che stiamo cercando dovra dipendere da tutto il campione disponibile e si puo dire
che sarail frutto di una compensazione delle misure dirette eseguite.

Le grandezze Xj sono legate alle grandezze L;, da legami funziondi generici, dipendenti
solitamente da condizioni geometriche €/o fisiche.

Consideriamo un semplice esempio. Si vogliono determinare le coordinate planimetriche X, Y
di un punto P visbile da due punti A e B di coordinate note, n problema s pud facilmente
risolvere, come vedremo nella seconda parte del corso, misurando i due angoli PAB e ABP. In
questo modo perd un qualsias errore nella misura dei due angoli provoca un errore nella
determinazione della posizione di P senza che sia possibile accorgersene. Infatti qualunque
siail valore determinato per i due angoli esiste sempre una soluzione a problema.

Se s esegue anche la misura del lato AP I'informazione che essa fornisce consente di
individuare eventuali errori nella misure degli angoli e viceversa. Ogni misura diretta
effettuata sara caratterizzata da una certa precisione e, come gia visto nel caso delle misure
dirette di diversa precisione, ognuna di esse dovra partecipare con il proprio peso ala
soluzione del problema. Chiaramente le misure che vengono fatte in esubero rispetto a
quelle minime necessarie alla soluzione del problema geometrico non devono dipendere
dalle altre misure: nell'esempio sopra citato non avrebbe senso introdurre una nuova misura
degli stess angoli 0 della medesma distanza. Al solito affronteremo il problema per gradi
iniziando dal caso piu semplice in cui il legame funzionae tra le grandezze indirette e le
grandezze dirette sia una combinazione lineare di queste ultime.

Consderiamo un sistema di n equazioni lineari che lega r<n grandezze incognite X;, X,,.... X;
alle grandezze direttamente misurabili L1, L2, ..., Ln, nell'ipotesi che ogni equazione contenga
come ter mine noto una sola grandezza misur abile dir ettamente.

aX,+bX,+..+uX, =L

X +b,X, +. .+ X =1L, conn>1

oooooooooooooooooooooooooooooo

a X, +bX,+. . +u X =L

dove a sono coefficienti noti.

(%0)

Nel sistema (90) tutte le grandezze, dirette e indirette, sono indicate con i rispettivi vaori teorici di
media, In questo caso, del tutto teorico, una qualsiasi r-pla di equazioni € in grado di fornire una

soluzione che soddisfa anche le restanti n-r equazioni.

Nellareatanoi sappiamo gia che non disporremo mai dei vaori teorici L;, delle grandezze misurate
direttamente, maa massmo di buone stime Li le quali possono essere espresse nel seguente modo:

Li=L+Vv
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Piu correttamente (o realisticamente) il sistema (90) deve essere riscritto nella seguente forma:

(@, X, +b,X, +..+u, X, =L +v,
<a,X, +b, X, +..+u,X, =L +v,

oooooooooooooooooooooooooooooo

@, X, +b,X, +.tu, X, =La+v,

Le quantita v, rappresentano gli scarti teorici di ogni equazione e pertanto sono anch'essi incogniti.
Ci troviamo dunque di fronte a un sistema di n equazioni in r+n incognite, cioé un sistema
indeterminato; quindi € impossibile, da un punto di vista matematico, trovarei valori X, che
soddisfino contemporaneamente tutte le n equazioni. Possiamo pero affrontareil problemadaun
punto di vista statistico. Proponiamoci cioé di stimare le medie delle misure indirette Xj a partire
dale stime delle misure dirette Li. 1l sistema (91) assume dunque la seguente forma definitiva:

(@, X, +b,X, +..+u, X, =L +v,
<a,X, +5,X, +..+u,X, =L +v,

oooooooooooooooooooooooooooooo

@, X, +b,X, +.+u X, =La+v,

Lo stimatore delle medie lo ricaviamo applicando anche in questo caso il principio di massima
verosimiglianza, cioé dicendo che la miglior stima delle medie delle grandezze misurate
indirettamente fa si che lasommatoria del quadrato degli scarti risulti minima.

Vediamo con un semplice esempio come s sviluppano i calcoli.
Supponiamo di dover stimare lamediadi due grandezze X1, X2 legate atre misuredirette L, Lo, L3
da combinazioni lineari secondo il sistema:

ap X+ b Xo=L,
apX +hXo = Ly
03X +bgX; = L3

Per quanto abbiamo appenavisto il sistema deve essere riscritto nellaforma

a,f, +b1/?2 =Z: +v,
azA_’, +bzzl—’2 =Zz +v,

a,X, +b,X, =L, + v,

pit sinteticamente in formamatricide: A*X = T+V

dove:
a] bl Zl vl
A=l|a, b, T=ils] ¥V =|v,
03 b3 L3 v3
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Convenzionalmente A viene chiamata matrice disegno, X vettore delle incognite, T termine noto e
V vettore degli scarti.

Esplichiamo orain ogni equazione lo scarto incognito:

a,X, +bX, ~L =¥,
a,X, +b,X, -L; =V,
a, X, +bX, -L; =V,

e scriviamo lasommatoriadel quadrato degli scarti v,

5 _ o o - -
zvsz=012X12+512X§+L12+20151X1Xz—231 1L =26 X, L+

=l

+a’X2+b2X2 +1; +2a,b,X, X, -2a,X,Ls 26, X, Ls

Laricerca del minimo di questa funzione a due variabili avviene risolvendo un sistema delle due
equazioni che esprimono I'annullamento delle due derivate parziai calcolate rispetto alle due
grandezze incognite. || sistema assume la seguente forma:

ey v o - _ _ _
%.;' = X, (207 + 247 +2a2 )+ X, (2a,b, +2a,b, + 24,5}~ 2a, L, +2a,1: +24,L:)=0

t

a5V o - -
éz?"‘ = X,(2a,b, +2a,b, + 24, )+ X, (2b7 + 2b +2b7 )~ (2b, L, + 26,12 +2b,1s)= 0

2

(Questo e un sistema lineare di due equazioni nelle due incognite X ,,X,, che pud essere riscritto
usando la notazione matriciale nel seguente modo: N* X = Tn dove:
X,

X,

_ al +a; +a; ab, +a,b, +ab,

= X=
ab +ab, +ab, blz ""’-’22 +b32

Tn = ,E: + a,fz + a,f;
b L +bL2+bLs

Come s puo subito notare lamatrice dei coefficienti del sistema normale (detta matrice normale) e
unamatrice quadrata di ordine 2, € smmetricaei suoi termini dipendono solo dai coefficienti del
sistemaoriginario.

Anche il vettore dei termini noti normalizzati, Tn, dipende solo dai coefficienti del sistema
originario e dale stimadelle misure dirette note al'inizio del procedimento di stima.

Lastimadelle grandezze indirette s ottiene risolvendo il sistema normale, cioé risulta:

X=N'Tn
Per le proprieta delle matrici, la matrice normale inversa, risultera anch'essa simmetrica.

Si puo subito osservare che con questo approccio, direttamente derivato dall'applicazione del
principio dei minimi quadrati, ogni volta che si presenta un problemadi stima occorre dapprima
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scrivere I'equazione della sommatoria del quadrato degli scarti, quindi derivarla e solo a questo
punto risulta possibile applicare un procedimento di calcolo automatico per I'inversione della
meatrice normale e il conseguente calcolo della soluzione.

Se s pensa che nellamaggior parte delle applicazioni topografiche e fotogrammetriche le grandezze
da stimare contemporaneamente possono essere anche in numero considerevole (> 100) s intuisce
subito la praticaimpossibilita di applicazione di tale metodo.

Fortunatamente é possibile giungere alla scrittura del sistema normale in modo molto piu agevole,
tenendo conto della osservazione che abbiamo appena fatto, e che cioé la matrice normale e il
termine noto normalizzato dipendono solo dalla matrice disegno e dal vettore dei termini noti del

sistemaoriginae.
Infatti tralematrici A, T, N e Tn sussistono le seguenti relazioni:
N=A™A e Tn=A™*T

Dimostriamo queste affermazioni nel caso dell'esempio che stiamo analizzando

q, bl 2 2 2
AT 4= B B a _| a t+a;+a a,b,+azb2+a3b3=N
b, b, b, az b’ a,b, +a,b, +a,b, b2 +b +b:
3 3
] -L_] — — —
AT -TJ" “2 AN talat+a,ls)_
b1 bz Z blLl +b2L2 +b3L3
3

Grazie dle relazioni che abbiamo appena dimostrato nel caso semplice preso in esame (ma valide
per qualsias valore m < n) e possibile affrontare il problema della stima di r misure indirette in
funzione di n misure dirette in modo compl etamente automeati co.

Sara sufficiente infatti conoscere i valori degli elementi della matrice disegno (coefficienti delle
combinazioni lineari che legano le r misure indirette a una sola misura diretta) e del vettore dei
termini noti (valori delle misure dirette), per determinare in modo automatico la matrice normale e
il vettore dei termini noti normalizzati che, come abbiamo dimostrato, esprimono il sistema che
risolve il problema della stima secondo il principio di massima verosmiglianza.

Anche in questo caso, come negli ultimi due paragrafi, occorre tenere conto che le n misure dirette
SONo in genere caratterizzate da precisioni diverse, per cui il loro contributo alla stima delle medie
delle misure indirette, deve essere pesato.

Questo, come noto, significa che ogni misura diretta deve essere moltiplicata per il suo peso e
quindi nel sistema (90) occorre moltiplicare ogni equazione per il peso della misura diretta
interessata.

In notazione matriciale questa operazione di pesatura avviene nel seguente modo:

P-A=P- T
dove la matrice P € una matrice diagonde (elementi tutti nulli ad eccezione di quelli della diagonale
principale) di ordine n cos strutturata:

P:
‘pl 0 0
0 p, 0
0 0 P

99



Lerelazioni per il calcolo della matrice normale e del termine noto normalizzato assumono dunque
laforma definitiva:

N=AT P A Toa=A" P T

Come abbiamo visto nel paragrafi precedenti, il problema non s esaurisce qui: accanto ala stima
dellamedia occorre giungere anche alla stima della varianza.

In questo caso, dove le r misure indirette sono le variabili di una distribuzione normale a r
dimensioni, occorre dungque determinare la matrice di varianza - covarianza. Essa sara una matrice
guadrata di ordine r nella quale gli elementi della diagonale principale saranno le varianze delle r
misure indirette e gli altri elementi esprimeranno le covarianze.

NOTA: forniamo solo le formule per il calcolo dellamatrice di varianza - covarianze e di altre
matrici che saranno utili nelle pratiche applicazioni di questo metodo di stima, rimandando |o
studente adel testi specidistici di trattamento delle osservazioni per laloro dimostrazione. Avendo
introdotto i pesi, per prima cosa occorre determinare il valore della varianza dell'unita di pesoin
funzione delle medie stimate delle misure indirette. Risulta:

57 _ vi.p.y

0
n—r

doveil vettore degli scarti V s calcolanel seguente modo:

V=A*X-T
Lamatrice di varianza-covarianza é fornita dalla seguente relazione:

2
Oy, Oy, Ox,x,
2
Co =52 N1 2P5% TH Onx
2
O x.x, x.x, Oy

Questa matrice, come si puo dedurre dalla (97), € una matrice simmetrica di ordiner, in guanto
abbiamo visto che anche la matrice normale (e di conseguenza la sua inversa) € una matrice
simmetricadi ordiner.

Un'altra quantita importante da calcolare € la matrice di varianza - covarianza degli scarti (siccome
la matrice soluzione X contiene delle stime delle medie delle misure indirette, ancheil vettore degli
scarti rappresenterala stima di una variabile scarto r-dimesional e caratterizzata anch'essa da una
matrice di varianza - covarianza).

Questa si puo determinare con la seguente relazione:

Co=0i-(P1-4-N"-4")
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Nel caso in cui le relazioni che legano le r misure indirette ale n misure dirette non siano di tipo
lineare, il procedimento di stima deve essere preceduto dalla linearizzazione delle equazioni attorno
a un punto noto (valori approssimati delle incognite) e la stima delle medie delle misure indirette
avverra per successive iterazioni.

Il sistemadi equazioni € genericamente:
F(X, Xy, s X, /L)=0 coni=1,2 ..n econn>r

Nell'ipotesi che X°1,X°,, .... X°, siano dei valori sufficientemente approssimati delle grandezze da

misurare indirettamente (incognite) in modo tale che i quadrati degli scarti e le potenze superiori
possano essere trascurati, avremo:

X, =X +x
X,=X, +x,

Se indichiamo, per ciascuna equazione, con:

f}(X?,Xf, ...... X?,Li)-"—l"'

raj;'\
\aXJ

rso0

Otterremo un sistema di equazioni linearizzate del tutto analogo al sistema di equazioni (90):
ax, +bx, +..+ux, =L
a,x, +b,x, +...+u,x, =L,

a,x, +bx, +..+u,x, =L
I'unica differenza e che, in questo caso, le incognite sono le correzioni jc, da sommare ai valori

approssimati X°; per ottenere le grandezze incognite, n sistema (99) si chiama "sistema di
equazioni alle correzioni”.
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In questo caso i termini noti Z; non sono misure dirette come nel sistema (90), ma misure indirette.
La matrice di varianza — covarianza della distribuzione delle correziom x;, xz,.......x, coincide con

la mairice di varianza - covarianza della distribuzione delle stime Xim,Xzn------Xm perché i
valori approssimati X, X3, -----X, sono delle costanti.

Se i valori approssimati delle incognite X" non sono sufficientemente approssimati per limitare lo
sviluppo in serie delle equazioni ai soli termini lineari, bisogna innescare un procedimento iterativo
di soluzione del sistema che consideri i valori delie incognite X, = X! + x, ottenuti in una soluzione
come nuovi valori approssimati per la soluzione successiva.

La convergenza del procedimento iterativo viene accertata mediante 1’analisi delle cofrezioni x;
apportate da ogni singola iterazione e il procedimento potri essere interrotto quando le ultime
correzioni determinate sono di un ordine di grandezza inferiore alla precisione raggiungibile.

Un altro criterio per testare la convergenza del metodo iterativo e quindi decidere I’intermzione del
procedimento di calcolo si basa sullo studio del comportamento del parametro o¢°.

Si puod dimostrare infatti che questo parametro raggiunge il suo valore minimo in corrispondenza
della miglior soluzione raggiungibile.

Vedremo nel capitolo riguardante le reti topografiche, come questi concetti potranno essere
utilizzati per una corretta gestione ¢ interpretazione dei risultati.

102



41. METODI DI RILEVAMENTO TERRESTRE

| metodi di rilevamento terrestre si basano sulla misura diretta di direzioni angolari in piani
orizzontali (direzioni azimutali) e verticali (direzioni zenitali), di distanze e di didivelli.

Queste misure, opportunamente el aborate, consentono la determinazione delle coordinate dei punti
dd rilievo in un opportuno sistemadi riferimento.

Nella maggior parte delle applicazioni, si procede separatamente al calcolo delle coordinate
planimetriche da quelle atimetriche.

Nel seguito esamineremo quindi separatamente le metodologie di misura e compensazione di reti di
inquadramento planimetriche e reti di inquadramento altimetriche.

411 RETI GEODETICHE FONDAMENTALI

L'ideadi unarete di triangoli, introdotta da Snellius nel 1600, e ripresa poi da altri geodeti per
stendere sul territorio una maglia di punti stabili e ben determinati, ha guidato per secoli le
operazioni di inquadramento e di appoggio del rilevamento topografico.

Ci si éscostati datale schema, semplice, sicuro, e bisognoso, praticamente, delle sole misure
angolari, solo quando é stato risolto, in maniera efficiente, il problema della misura delle distanze
con strumentazioni €l ettroniche.

Questo concetto di rete geodetica sta ulteriormente e radicalmente modificandos nel momento in
cui s sono affermate le nuove tecniche di rilievo GPS che illustreremo piu avanti.

Legrandi reti geodetiche di punti trigonometrici distribuiti su tutto il territorio nazionale sono state
rilevate mediante triangolazione. In Fig. 4.1 eriportatalarete geodeticaitalianadel primo ordine.
Lo schemaddlatriangolazione e amagliaed i lati hanno lunghezze variabili da 30 a 50 km, con lati
piu corti dove la conformazione del terreno |o richiedeva e piu lunghi (100 - 200 km) per i
collegamenti delleisole.

Nell'ubicarei vertici di unarete del 1° ordine infatti si tende adisporrei vertici a distanza piu
grande possibile, onde limitarne il numero, ma occorre tenere presente che adottando distanze
superiori a30-40 km s rendono precarie le collimazioni dei segnali, e quindi lamisuradegli angoli
risulta meno precisa; si puo notare che laformadei triangoli si avvicinail piu possibile aquella
equilatera.

Sututto il territorio nazionale sono stati individuati circa 1.000 vertici geodetici del 1° ordine;

di ciascuno di e stata predisposta dall'lGM una monografia che riportai principali dati come
indicato nella seguente figura:
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e GEODETEN AL
I ORDINE

STALEN: ATTRCNGMGCNS [Pur!l & Laplede)
STADON! ASTROMDMICAE ‘Teviarene defy verticals
W CEAMETHICHE
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l i

Fig. 4.1 rete ge—oa-etl canazionaledd 1° ordine

Al centro de triangoli costituiti dai vertici di 1° ordine sono stati rilevati i vertici di 2° ordine,
compensati considerando privi di errore quelli del 1° ordine (fig. 4.2); con |o stesso criterio sono
stati rilevati e compensati i vertici del 3° e 4° ordine.

Fig. 4.2 rete geodeticaddl 2° ordine
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| vertici di 1° e 2° ordine sono stati segnalizzati con molta cura costruendo un pilastrino per 150
osservazioni e ponendo un centrino di riferimento sulla sommita del pilastro ed un centrino in
profondita sulla stessa verticale del primo.

| segnali per i vertici del 3° ordine sono costruiti con le stesse modalita ma non hanno pilastrino per
le osservazioni, dato cheil treppiede é sufficientemente stabile per 1a precisione angolare richiesta.
Molti vertici di 4° ordine sono costituiti da campanili il cui asse individua planimetricamente il
punto, e su cui € individuato il piano di paragone per definire laquota.

Nel 1991 I'l.G.M. ha preparato il progetto IGM95 che disegnava una nuova rete geodetica
fondamentale di alta precisione basata sul sistema GPS. Questo argomento sara trattato piu
diffusamente nel capitolo relativo a GPS:

Questa nuovarete e stata concepita per fornire al'utenza un supporto affidabile atutte le operazioni
geodetiche e topografiche basate sulle moderne tecniche satellitari. Nel 1995 tutte le operazioni di
rilievo sono state concluse come previsto (vedi Fig. 4.3).

| punti della nuova rete IGM95 sono stati scelti, quando possibile, in coincidenza con i vertici
trigonometrici di 1°, 2° e 3° ordine dellarete di triangolazione nazionale, aventi caratteristiche di
facile accessibilita con automezzo; in mancanza di queste caratteristiche, € stato materializzato un
nuovo punto.

Ladistanzareciprocatrai vertici dellanuovarete & di circa20 km ( un vertice ogni 250 k).
Larete IGM95 e statainoltre collegata altimetricamente alarete di livellazione fondamentale.

Ad ogni punto della nuovarete e stato associato un punto secondario, posto in prossimitadi quello,
con lo scopo di sostituireil punto principalein caso di suadistruzione.

Lasceltadi istituire questi vertici "associati", prossimi a vertice principale, € motivata anche dal
fatto che un utente che impieghi metodi di rilievo tradizionali pud utilizzare la nuova rete IGM 95
disponendo di un orientamento iniziale, oltre che di un punto di partenza, per le proprie reti locali.

Oltre alle reti geodetiche dell'lstituto Geografico Militare sono distribuite su tutto il territorio
italiano le reti di triangolazione del Catasto collegate ai vertici piu vicini delle reti dell’'l.G.M.;
anche le reti catastali, che dovendo servire per la produzione di carte a grande scala sono costituite
danumeros vertici, sono organizzate in ordini divers (reti principali, secondarie, ausiliarie).
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4111 RETI PLANIMETRICHE

Per |a determinazione delle coordinate planimetriche dei vertici di unarete di inquadramento le
uniche grandezze topografiche necessarie sono le direzioni azimutali e le distanze, opportunamente
ridotte alla superficie di riferimento.

Nel seguito faremo riferimento a superfici di riferimento piane; questaipotes e valida per tutte le
reti di estensione limitataa 10 km (campo topografico), dimensione ormai non piu superatanel caso
incui g utilizzino metodi terrestri.

La stima delle coordinate dei vertici viene eseguitain un‘unica operazione di compensazione
utilizzando il metodo dei minimi quadrati nel caso piu generale analizzato in 3.4.6.

Si utilizzeracioe il metodo di stimadi piu grandezze indirette dipendenti da un numero esuberante
di misure dirette; ricordiamo che la soluzione analizzata a suo tempo prevede che ogni equazione
del sistemarisolutivo dipenda da una solamisura diretta.

Prima dell'inizio delle operazioni di rilievo e compensazione, occorre sempre definire con
precisioneil sistemadi riferimento all'interno del quale si intende ricavare la soluzione.

Per definire un sistemadi riferimento cartesiano in un piano, occorre fissare tre gradi di liberta: due
tradazioni (parallele agli ass) e unarotazione (attorno al'origine).

Questi vincoli possono essere forniti fissando arbitrariamente le coordinate X, Y di un punto della
rete e una direzione (ad esempio la direzione dello zero della graduazione del cerchio azimutale del
teodolite messo in stazione su unadei vertici dellarete).

hi aternativa e possibile definire il sistemadi riferimento inserendo trai vertici dellarete, almeno
due vertici di coordinate note nel sistemadi riferimento che si intende utilizzare (questa seconda
ipotes e percorribile ovviamente nel caso dellereti di ordine inferiore a primo).

Tuttavia, anchein questi cas, € consigliabile compensare le reti in sistemi di riferimento locali (cioé
definiti arbitrariamente dall'operatore nel modo prima descritto) e, successivamente, roto-tradare la
rete compensata nel sstemadi riferimento finale, utilizzando i punti di coordinate note in entrambi i
sistemi. Questo problema saraiillustrato nel paragrafo 4.1.3. (fitting planimetrico).

4112. CALCOLI DI COMPENSAZIONE

Definito il sistemadi riferimento, € necessario determinare i valori approssimati delle coordinate
incognite (per quanto detto primasen sono i vertici dellarete le incognite saranno 2n- 5).

Questa operazione e fattibile utilizzando a cune delle misure eseguite in modo da poter impostare
un trasporto di coordinate cartesiane.

Bisognera poi definire le equazioni che legano le quantita incognite (coordinate X e Y del vertici)
ale misure dirette (angoli e distanze ) che saranno i termine noti delle equazioni.

Consideriamo due punti P,e P, di coordinate Xi,Y7, X5, Yo.

YIL
rettaparalelaal'asse Y

- S 4
Fig. 44— angolo di direzione e distanza
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L'angolo di direzione (P,P,) sara espresso dalla seguente relazione (indicando nell'equazione con 1 e
21 punti P1eP2):

X, -X,
Yz _Yl
mentre la distanza tra i due punti € data da:

d,; =J(X2 —Xl)z +HY,-Y,)

tan(P,P,) =

Quando si fa stazione con il teodolite sul punto Py, I'origine del cerchio azimutale si disporra
secondo una direzione qualungue che certamente non coincidera con ladirezione dell'asse delle Y
del sistema di riferimento scelto. In altri termini I'angolo di direzione (P,P,) non & misurabile
direttamente.

Sial; (vedi fig.4.5) ladirezione azimutale misurata dal teodolite (in stazione su P;) quando si
collimail punto P,.

Ladirezione azimutale L, (letta sul cerchio azimutale) differira dunque dall'angolo di direzione

cercato (P;P,) di un angolo b, detto correzione azimutale di stazione, anch'esso incognito:
L,=p+(RP,)

Fig. 4.5 - angolo di orientamento della stazione e direzione azimutale

La correzione azimutale di stazione (detta anche orientamento della stazione) sara uguale per tutte
le direzioni azimutali misurate con il teodolite in stazione sul punto P1 purché, durante |'esecuzione
delle misure, non s modifichi la posizione dell'origine della graduazione del cerchio azimutale. Se
per un qualsias motivo questo dovesse accadere (nei teodoliti ottico-meccanici questo fatto pud
verificarsi nel caso di uso scorretto del metodo della reiterazione, mentre in acuni teodoliti
glettronici pud avvenire anche in caso di spegnimento dello strumento), occorrera introdurre un
nuovo orientamento incognito, oppure ricondurre tutte le direzioni azimutali, misurate dopo 1o
spostamento dell'origine della graduazione, alla posizione della prima origine (operazione fattibile
se trale due serie di misure azimutali fatte con diversa origine ne esistono due riferite d medesimo
punto collimato).

Considerando la (1) ela(3), per ogni direzione azimutale misurata € possibile scrivere la seguente

equazione:

— X, =X,
v,-% ¥, -,

Dove le incognite sono le coordinate (X e Y) dei punti P1 e P2 e P angolo di orientamento della

stazione, mentre il termine noto saraladirezione azimutale misurata b.

-L,+f=0

Per ogni distanza misurata si puo scrivere la seguente equazione:
J(Xz _Xl)z +(Y2 -Y, )2 ~-d,, =0
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Doveleincognite sono le coordinate (X e Y) dei punti P1 e P2 mentreil termine noto
dell'equazione sara la distanza misurata dy,.

Infine, nel caso in cui non si vogliano considerare le direzioni azimutali magli angoli azimutali
(vedi Fig. 4.6) trai vertici dellarete, ogni angolo a misurato genera un'equazione del tipo:

Y Fy
X
Fig. 4.6 — angolo azimutale
arctan 2251 _aretan 227X g
r-X Y,-%,

Lerelazioni (4), (5) e (6) definiscono le equazioni frale coordinate planimetriche dei vertici di una
rete e le grandezze caratteristiche della rete stessa, angolo di direzione, distanza e angolo azimutale,
che possono essere misurate direttamente.

Il problema del calcolo e della compensazione di unarete di n vertici consiste quindi nellamisura
indiretta delle 2n coordinate effettuata sulla base delle misure dirette di angoli di direzione, distanze
e angoli azimutali in numero strettamente sufficiente o in numero esuberante,

Come abbiamo gia detto i problemi relativi a calcolo e alla compensazione di una rete sono cosi
ricondotti aquelli trattati in 3.4.6.

Per la determinazione delle 2n coordinate si deve definire e risolvere un sistemadi 2r (conr >n)
equazioni, e S devono quindi misurare direttamente 2r grandezze caratteristiche dellarete che sano
indipendenti.

Nel casoin cui s utilizzino come misure dirette angolari le direzioni azimutali occorre tenere conto
che per ogni stazione eseguita, S introduce una nuovaincognitadi orientamento.

Occorre inoltre notare che ogni punto dellarete, per poter essere determinato, deve essere
interessato almeno da due direzioni azimutali (o un angolo azimutale) e da una distanza, oppure da
tre direzioni azimutali (o due angoli azimutali).

Infine, poiché in tutti i tipi di equazione esaminati compaiono le differenze delle coordinate
incognite, & necessario che esista almeno una misura di distanza (quest'ultima condizione puo
essere omessa nel caso in cui nellarete esistano ameno due punti di coordinate note nel sistema di
riferimento utilizzato per i calcoli).

Riprendiamo brevemente il procedimento di calcolo a suo tempo dimostrato. Poiché le equazioni
utilizzate non sono lineari, € necessario procedere a unaloro linearizzazione calcolando i termini
del primo ordine dello sviluppo in serie di Taylor nell'intorno dei valori approssmati delle

incognite.
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Consideriamo I'equazione all'angolo di direzione:
f(X,, 0, X,,Y,,B,L,)= arctan‘l;’ 7 L-L,+p=0

25
Siano X,°, Y,°, X5°, Y,°, B° i valori approssimati delle incognite.

Lo sviluppo in serie di Taylor, fermato ai termini lineari, della (7) sard pari a:

S 0.X°. 00,7, L)+

Y FY AN EA) ) . _
() =A%) ) =(3) () o

dove:
» il primo addendo (termine noto dell’equazione lineare risultante) rappresenta la differenza tra
il valore della direzione azimutale calcolata con i valori approssimati delle incognite ¢ il
valore della direzione azimutale misurata;
» X1, 1, X2, ¥2. P c sono le correzioni da apportare ai valori approssimati delle incognite;
» 1 coefficienti tra parentesi tonde sono i valori delle derivate indicate calcolate con i valon

approssimati delle incognite.
Si pud facilmente verificare che i coefficienti delle correzioni assumono i seguenti valori:
] o
. { q‘ } YO YO c
af - -1 1 =_Y2°—Y," = ox d )
[axi} (X X )2 Y —Y (dl;)z al 2 (
@.ory
@_ ‘_X;-X;’ _, [@r]o- Xo o_d
==Y = =4,
aY; ! ’ aYz (d 2)

AR
oB
L’equazione (7) linearizzata sara quindi part a:
ax, +by, +cx, +d,y, +ﬂc+(RPz)°-Lz =0 ®)

Quando uno dei due vertici della rete (P; o P2) € un vertice di coordinate note (vertice fisso),
P’equazione (8) si semplifichera perché le corrispondenti correzioni sono nulle.

Analogamente per I’equazione alla distanza risultera:
f(XanXz’Yz’du):J(Xz -Xa)z +(Y2 -Yi)z -d, =0

che sviluppata in serie di Taylor, limitatamente ai termini lineari, sara pari a:
F10.008 A5 A% AN A3 TS

af_ 0. a. 0 q_ 0' @f ¢
(o) ) ol el e

dove il primo addendo (termine noto dell’equazione lineare risultante) rappresenta la differenza tra
il valore della distanza calcolata con i valori approssimati delle incognite (d.) e la distanza
misurata (d,, ). Inoltre x;, y;, x y,, sono le correzioni da apportare ai valori approssimati delle
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incognite. | coefficienti dello sviluppo in serie sono espress dalle seguenti relazioni:

2 P _ _ { aj- . X; —-X°
g-] = 1 -XXZ—‘X’]) =~X; OX;, =a1 aX J —1 do 1 =C‘
&) [ 2y(x, -X,) +(¥,-¥) d; e "
'i]' St /Y fag]‘=Y;-Y,°=d
o ] 1
O, d, e d;

L’equazione (9) linearizzata sara quindi pari a:

ax, +by, +cx,+dy, +d),—d, =0 (10
Quando uno dei due vertica della rete (P; o P2) € un vertice di coordinate note (vertice fisso),
I’equazione (10) si semplifichera perché le corrispondenti correzioni sono nulle.

Infine, I'equazione dell'angolo azimutale risulta:

f(Xl’};’XISYZ’X}’};ya)=mtanu—mtanxz _Xl
Y,-1, YT,

-a=0

che sviluppatain serie di Taylor, limitatamente ai termini lineari, sara pari a

VLG OIS AR AR AN L,
(] () () T ()

dove il primo addendo (termine noto dell'equazione lineare risultante) rappresenta la differenzatra
il valore dell'angolo azimutale (a°) calcolato con i valori approssimati delle incognite e il valore
dell'angolo (a) misurato direttamente in campagna.

Inoltre X1, Y1, X2, Y2, X3, Y3 rappresentano le correzioni da apportare ai valori approssimati delle
incognite. | coefficienti dello sviluppo in serie sono espressi dalle seguenti relazioni:

¥Y__¥K-% B-%_ (F) _X-x_X;-Xx7
X VTRV + PETI Mk oy - d° ) a° ) — &
1/ Sl | ( 13) ( 12
(@-\0= Y;—Ylo=c1 (q]‘,:X;—Xr:d
aX, ) @)’ 9%, (dy,)’ l
[q.\o=}r;_1,|o e (q‘]o= X;__X;’=f
o 1 P 1
ax,) @ny \ oY, @)

L’equazione (11) lincarizzata sara quindi pari a:
ax, +by +ex,+dy, +ex, + f,y,+a’ -a=0

In questo caso e possibile che uno o anche due dei vertici dellarete tra cui si € misurato I'angolo
azimutale a siano fissi, cioé con coordinate note da non compensare; |'equazione (12) si
semplifichera perchéi corrispondenti termini di correzione s annulleranno.
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Le coordinate del vertici della rete saranno ricavate attraverso un calcolo di compensazione che
utilizza il criterio dei minimi quadrati, applicato alla matrice A (matrice disegno) del coefficienti
delle incognite (come giavisto in 3.4.6).

Per ogni misura di distanza, di angolo o di direzione, eseguitatrai vertici dellarete, viene scrittala
corrispondente equazione linearizzata come riportato in (8), (10) e (12) e i coefficienti delle
incognite saranno opportunamente memorizzati nellamatrice A.

Il sistema A presenta sempre un numero di equazioni maggiore del numero delle incognite e
raggruppa equazioni linearizzate che appartengono atipologie diverse perché ottenute dalla misura
di grandezze topografiche diverse quai una distanza un angolo o una direzione azimutale.
Ladiretta conseguenza di cio e chei pesi di ciascun gruppo di equazioni che si riferiscono alle
diversetipologie di misure (angolari o di distanza), sono costanti, ma sono divers per i due gruppi.

| pesi saranno inversamente proporzionali ai quadrati degli errori medi dei termini noti delle
equazioni:

®), =

2

o
p) = %o
o (P), 0';:_

2
T4
2

a-

Indicando con A la matrice dei coefficienti delle incognite, con P la matrice del pesi, con X la
matrice colonna delle incognite e con T la matrice colonna del termini noti delle equazioni, avremo
(vedi 3.4.6.):

A*X =T

AT*P*A* X = AT*P* T
Indicando con N la matrice normale ottenuta dal prodotto di A™P A e con T, lamatrice colonna del
termini noti del sistema normale ottenuta dal prodotto di AT *P* T avremo:

N*X =T,

equindi lasoluzione:

X =N*T,

Il vettore soluzione X conterra le correzioni Xi, Yi, che, sommate ai valori approssimati delle
incognite Xi°, Yi° daranno il vaore delle incognite Xi ,Yii:

X; =Xf +x,

Y, =},;o +Y;

Poiché tutte le equazioni sono state linearizzate sviluppandole in serie di Taylor, nell'intorno dei
valori approssimati delle incognite, malimitatamente ai soli termini lineari, la soluzione andra
ricercatamediante una serie di iterazioni di calcolo.

Anche il metodo poco rigoroso per la determinazione del valori approssimati delle incognite (ad
esempio lalettura delle coordinate dei vertici dellarete su una cartografia) impone di ricercare la
soluzione del problema sempre attraverso un calcolo iterativo.

Ad ogni iterazione, il sistema risolvente verrariscritto utilizzando come nuovi valori approssimati
quelli calcolati nell'iterazione appena eseguita.

Questa sequenzadi cicli di calcolo sarainterrotta quando le correzioni Xi,Yi saranno praticamente
mille o comunque di un ordine di grandezza inferiore alla precisione delle coordinate incognite.
Ladecisione di interrompere le iterazioni puo anche essere presanel momento in cui lastimadella
varianza dell'unita di peso raggiunge il suo valore minimo.

Lasoluzione del problema sara data quindi da:

X = XD+ =1+
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Normalmente la convergenza verso la soluzione finale del sistema s ottiene con poche iterazioni di
calcolo (4--10); in presenza di errori grossolani nei valori approssimati delle incognite si avra una
altrettanto vel oce divergenza che portera subito alla suainterruzione.

4113 PRECISIONE DEI VERTICI DI UNA RETE

La posizione di un vertice e definita da due coordinate ricavate da misure di angoli e distanze e da
un procedimento di calcolo; per stabilire la precisione di un vertice potrebbe sembrare naturale
definire un errore di posizione come differenza vettoriale fra la posizione effettivamente trovata e
quellache s sarebbe ottenuta qualora le misure fossero state eseguite in maniera esatta, e cercare di
dare in qualche manieraun'idea dell'entita di questo errore.

Sulla base pero di quanto gia affermato sulla definizione di misura diretta di una grandezza, che
rappresentata dalla distribuzione delle misure possibili, occorre riferirs ala distribuzione delle
posizioni possibili, definite da una variabile casuale a due dimensioni.

Per comprendere bene tale posizione si consideri unarete di « vertici definita quindi da 2n misure,
S suppongadi aver eseguito le 2n misure e di aver effettuato il calcolo delle coordinate dei vertici;
una seconda serie di misure e di calcoli fornira ovviamente delle coordinate diverse dato che il
risultato di ogni misura diretta equivale ad un'estrazione a caso dalla distribuzione delle misure
possibili.

Ripetendo misure e calcoli un numero di volte grande oltre ogni limite si otterra per ogni vertice la
distribuzione delle posizioni possibili, definita come schema matematico da una variabile casuale a
due dimensioni.

Se ladistribuzione e di tipo gaussiano, la variabile casuale é definita da due medie mj(x), mj(y), due
varianze s%(x), s2(y) e da una covarianza o”.

In effetti secondo tale posizione larete di n vertici e definita da una variabile casuale a 2n
dimensioni, conosciuta quando sono note le 2n medie e la matrice di varianza-covarianza; ad
esempio per unarete di tre vertici Py, Py, Ps, le sai medie m(Xp;), m(Yy1), m(Xs2), m(Yp2), M(Xs),
m(Yys), definiscono le posizioni dei vertici elamatrice

I [
}O'x, Txx 1
I |
i o -
" XJ!'I......_.‘.'I_JI_._Z ______
. { ves
| Ox, axzrzl (13)
C“'—" IO' 0_2 | ...
10 x.r, n
_________ — o
e : Cx, Oxx!
t
N

Fig. 4.7 - matrice di varianza— covarianza

definisce | e caratteristiche della distribuzione a 6 dimensioni ovvero laprecisione dellarete.

La matrice Cxx s ottiene dalle varianze delle misure. In pratica € pero piu conveniente riferirs
ale distribuzioni a due dimensioni definite ognuna da due medie, che danno la posizione del
vertice, e dalla sottomatrice 2x2 che dalavarianzae la
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covarianza delle due coordinate e che nella Fig. 4.7 sono state individuate con dei contorni
tratteggiati.

Gli altri termini che compaiono, in maniera simmetrica nella matrice, sono poco significativi e
quindi trascurabili. | termini contenuti nelle sottomatrici evidenziate sono invece necessari per il

calcolo dei parametri dell'dllisse standard relativo a ciascun vertice.

41.14. CONSIDERAZIONI OPERATIVE PER LA CONDOTTA DEI CALCOLI

Il calcolo di una rete planimetrica viene eseguito con opportuni programmi automatici che al
termine delle operazioni consentono all'operatore di analizzare tutti i risultati intermedi e finali al
fine di valutare la bonta della soluzione ottenuta.

[l primo controllo da fare s basa sull'osservazione del valore assunto dalla varianza dell'unita di
peso stimata a termine della compensazione: se sy° @ inferiore o poco superiore a valore fissato
al'inizio della compensazione la soluzione trovata puo essere considerata accettabile nei limiti di
precisione risultanti.

Se invece tale valore € molto superiore a quello fissato inizialmente significa che al'interno del
sistema ci sono problemi che possono essere legati a errori grossolani nella determinazione delle
coordinate approssimate dei punti oppure, piu frequentemente, ala presenza di errori grossolani in
acune delle misure dirette utilizzate.

Laricercadelle misure che disturbano la soluzione ddl sistema puo essere facilitata dall'analis delle
medie e degli s.q.m. delle popolazioni degli scarti. Come criterio generale s operanel seguente
modo:
> |eequazioni che presentano scarti residui superiori di 2-3 volte alo s.g.m. relativo vengono
introdotte nel sistema con un peso inversamente proporzionale all'entita dello scarto
residuo;
> uando un‘equazione, pur essendo stata sottopesata, continua a fornire scarti residui
superiori di 2-3 volte allo s.g.m. relativo, questa viene definitivamente eliminata.

Ovviamente in questa operazione occorrera fare attenzione a che siano rispettate le condizioni
geometriche minime per la determinazione di ogni singolo vertice.

E quindi opportuno iniziare la compensazione di una rete con un numero consistente di equazioni
esuberanti (e quindi di misure eseguite), in modo da poter ottenere comungue una soluzione
accettabile senza dover ripetere I'intera campagnadi misure.
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4.1.2. RETI ALTIMETRICHE

L'impiego principale delle livellazioni geometriche & quello di determinare con la massima
precisione possibile le quote di punti distribuiti su un determinato territorio che costituiscono, in
analogia alle reti trigonometriche, i riferimenti atimetrici fondamentali a cui s possono collegare le
successive operazioni di rilievo atimetrico.

Le livellazioni geometriche collegano caposaldi disposti lungo linee, le linee intersecandosi
determinano dei poligoni chiusi, aventi sviluppi pit 0 meno lunghi a seconda dei casi. Un esempio
di rete di linee di livellazione € quello di Fig. 4.8 relativo a territorio nazionae rilevata dall'l GM
per circa 18.000 km di sviluppo.
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Fig. 4.8 rete di linee di livellazione geometrica di precisione

L'l.G.M. hapubblicato per ciascunalineaun fascicolo in cui sono state riportate le monografie di
tutti 1 caposaldi con leindicazioni utili per il loro ritrovamento sul terreno e lerelative quote. Gli
accorgimenti usati nel rilievo delle grandi linee di livellazione nazionali vengono adottati anche nel
rilievo dellelinee di livellazione di altissima precisione, madi minore estensione, che vengono di
solito attuate per studiarei movimenti del suolo o per controllare i cedimenti di grandi strutture.
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4.1.2.1. Livellazioni geometriche di precisione e tecniche

Lelivellazioni geometriche di precisione si eseguono con gli stessi criteri utilizzati in quelle di alta
precisione, solo la strumentazione puo essere di minor precisione e le battute di livellazione piu
lunghe.

Questo tipo di livellazione viene in genere eseguito con uno scopo tecnico ben preciso enon vi &
bisogno quindi di determinare le quote assolute dei caposaldi, non & necessario cioe collegare uno
dei caposaldi dellarete locale con un caposaldo di quota assoluta nota, in quanto per le informazioni
altimetriche richieste sono sufficienti i didlivelli.

In questi casi S assegna una quota convenzionale ad uno dei caposaldi dellarete locale e s derivano
da questatutte le altre quote. E opportuno dare una quota convenzionale molto diversadaun valore
plausibile, onde evitare equivoci in future operazioni di livellazione che implichino collegamenti
con caposaldi di quota assoluta nota.

4.1.2.2. Precisione delle livellazioni geometriche

Nel paragrafo 6.4.2. di queste dispense, viene esaminata |la precisione della singola battuta di
livellazione geometrica. S dimostra chelo s.q.m. globale & funzione dalle fluttuazioni accidentali di
lettura alla stadia, di centramento dellalivellae dall'errore di verticadita della stadia.

Si puo quindi ritenere che se la distanza frale stadie in ogni battuta di livellazione € mediamente la
stessa sara costante anche 1o s.g.m. di ciascuna battuta e pari a s,

Il dislivello fradue caposaldi collegati con n battute di livellazione geometrica e ottenuto quindi
come sommadi n didivelli e sarapari a

Fa

Olnea =Ty O, +C, +----+ O, =no,

Clines = .J; O, ’ (14)
Se con L indichiamo lo sviluppo lineare della linea di livellazione avremo che il numero » di battute
L .o L
adatoda: n= e quindi o, =.[—©0,.
s "=100m 1 e Y100 7

Si puo dedurre quindi che lo s.g.m. del dislivello fra due caposaldi € proporzionale allaradice
quadrata dello sviluppo L dellalineadi livellazione geometrica che li collega.

4.1.2.3. Compensazione di una rete di livellazione

Lacompensazione di unarete di livellazione s esegue con le stesse modalita, qualunque siail tipo
di misurade didivelli adottato (livellazione geometrica, trigonometrica ecc.)
Quello che varia e I'entita dello s.g.m. delle misure che, nel caso di livellazione geometrica cresce
proporzionalmente alla radice quadrata dello sviluppo lineare dellalinea di livellazione, mentre
nella livellazione trigonometrica si puo assumere, per distanze inferiori a 10 km, che cresca
proporziona mente alla distanza stessa.
Unarete di livellazione pud essere collegata auno o piu punti di quota nota, o essere a se stante; in
quest'ultimo caso per eseguire la compensazione si dovra assegnare un valore arbitrario ala quota
di un punto.
L’equazione alle misure che lega le quote incognite Q; ¢ Q; di due punti P; ¢ P; alla misura di
dislivello A; ¢& la seguente:

Q,-0,-A; =0 15
Se le misure sono quelle strettamente necessarie, il calcolo delle quote dei punti dellarete € banale,
riducendos allasommadi didivelli apartire dal punto o dai punti di quota nota.
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In pratica, perd, S esegue sempre un numero di misure di didivello superiore a quello minimo
necessario e quindi il calcolo della rete sara quello della misura indiretta di n grandezze con un
numero esuberante di equazioni giavisto in 3.4.6..

Il procedimento di calcolo e di compensazione delle misure sara del tutto analogo a quanto gia visto
per le reti planimetriche, con la semplificazione di avere un solo tipo di equazione che lega le
incognite alle misure eseguite e per giunta gialineare (vedi [15]).

Il didivello D,; della [15] pud essere il risultato di un'unica misura, o di una somma di didivelli
parziali. Se la quota di uno dei due punti tra cui si € misurato il dislivello e nota, |I'equazione
conterra ovviamente come unicaincognita quelladel punto di quotaincognita.

Se « sono i didlivelli misurati nella rete, potremo scrivere un sistema di n equazioni lineari di tipo
[15]. Il sistema non richiedera alcun tipo di linearizzazione e non sara quindi necessario conoscere |
valori approssmati delle quote dei punti della rete e la soluzione sara ottenuta mediante una sola
iterazione di calcolo.

A volte pud essere conveniente partire comungue dai valori approssimati delle incognite e risolvere
il sstemadi equazioni, cosi come s era fatto nel caso della compensazione delle reti planimetriche,
ponendo Q; = Q° +Xx.

In questo modo, quando la livellazione viene eseguita per il controllo degli spostamenti altimetrici
di un determinato territorio e si considerano come valori approssimati delle incognite le quote
ottenute nella serie di misure precedente, s otterranno direttamente gli spostamenti verticali dei
vertici di controllo.

Per meglio comprendere la sequenza dei calcoli di compensazione aiutiamoci con uno schema
semplice di rete di livellazione che collega quattro caposaldi fracui uno di quota nota:
2

4

Fig. 4.9 schemadi unarete di livellazione geometrica

Secondo lo schemadi Fig. 4.9, nota o stabilita arbitrariamente per esempio laquotadel punto 1, per
il calcolo dellaquota del restanti tre caposaldi sarebbero necessarie solamente altre tre misure di
didivello.

Le misure sovrabbondanti ci cautelano dalla presenza di eventuali errori grossolani nelle misure ma
fanno nascereil problema della compensazione.
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Ogni misura di dislivello genera una equazione di tipo [15] e per tutta la rete misurata si potra
scrivere il seguente sistemar

(Qz -0 -A,=0
Q,-0,-A; =0
Q-0 -4, =0
qu -0, -A,=0
0,-0,-4,,=0
~Q3'Q1 -4, =0

Il sistema[16] éincompatibile, ovvero non si possono trovare valori particolari delle incognite Qj
che soddisfino completamente le sei equazioni in quanto i termini noti D,; non sono quantita
teoriche ma sono dei campioni aeatori ed é estremamente improbabile che, ad esempio, le soluzioni
che soddisfano un qualsiasi gruppo di tre delle sei equazioni soddisfino anche le rimanenti.
Bisognera ammettere che tutte le equazioni siano soddisfatte a meno di uno scarto v;

[0, -0, -4, =v,
0,-0,-Ay =V,
O,—0; Ay =v,
0 -0, -4,=v,
Q-0 Ay =v
O —Q A, =V

Il sistema [17] € indeterminato in quanto gli scarti v, sono incogniti e quindi il problema é quello
delasoluzione di un sstemadi sai equazioni lineari in noveincognite (Q2,Q5,Q4V 1,V2,V3,V4,Vs,Ve).

Bisognera quindi risolvere il problema mediante I'applicazione di qualche criterio; in base a quanto
gia visto, la soluzione piu plausibile € quella ottenuta dall'applicazione del principio di massima
verosimiglianza.

Prima della soluzione bisogna anche ricordare che ciascuna egquazione deve entrare nella soluzione
dedl sistema secondo la propria credibilita, secondo il proprio peso p; :
2

per definizione il peso € pari a: p, = 6—2 =— vananza dc!l unita di pteso
o varianza della misura (termine noto)

In base a quanto visto in 4,1.2.2. e cioé che lo s.q.m. di una linea di livellazione geometrica sia
proporzionale alla radice quadrata dello sviluppo lineare L;:

2
:E per cui data Darbitrarieta di o2 si pud assumere p, =—L1—
Nella conduzione di calcoli, lo sviluppo lineare delle linee di livellazione (L;) si esprime solitamente
in km per facilitare il calcolo del peso.
La soluzione del sistema [17] pud essere agevolmente affrontato con le tecniche del calcolo

automatico ¢ quindi mediante 1’utilizzo delle matrici.

P =
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In base aquanto visto in 3.4.6. avremo:

I o o
-1 1 0!
o 0 -1 1 _ . ?
matrice disegno A = 0 0 -1 vettore delle incognite X = (O,
o 1 o ¢
-1 0 1
QI+AI2
AB
. A.’A
vettore termine noto T =
-Q1"'A41
A24
Ql +A13
7 0 ¢ 0 0 O
0 ppb 0 0 0 O
. o ¢ 0 p, G 0 O
matrice dei pesi P =
0 0 0 p, O O
0 0 0 0 p, O
0 0 0 0 0 p

Lasequenzadei calcoli che prevedono I'applicazione del principio di massimaverosimiglianza e
quindi del criterio dei minimi quadrati saraa solito:

sSstemainizide AX=T
applicazione dei pesi e normalizzazione ATP-AX=ATPT
sstema normalizzato N-X=T,

soluzione ddl sistema X=NLT,

Essendo le equazioni di partenza gia lineari, s otterra la soluzione del sistema mediante una sola
iterazione di calcolo.

n vettore soluzione X conterra direttamente il valore delle quote del vertici incogniti Q; o le

correzioni X che, sommate ai valori approssimati delle incognite Q;°, daranno il valore delle
incognite Q; asecondade criterio di calcolo adottato:

Q=X Q= 0! +x,
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Inbase dle[95] e[96] del Gap. 3 s passerapoi a cacolo dellamatrice di varianza - covarianza:

calcolo degli scarti V=AX-T
cacolo dellavarianzadell'unita di peso — VT.p.vy
o =—

n—r

dove nrappresentail numero di equazioni che compongono il sistemaA ed r rappresentail numero
di incognite. D denominatore esprime quindi il grado di "esuberanza' del sistema.

Lamatrice di varianza - covarianza per |'esempio che stiamo sviluppando (in base ala[95]) sara
pari &
%,
Cp =5 -N'=| - o2
.
Lo s.q.m. delleincognite si ricavera utilizzando i termini dalla diagonale principale della matrice
Cx ; nel caso generale avremo:

- 2
T =4,

...............

tutti gli altri termini dellamatrice di varianza- covarianza non sono significativi perché le quote dei
vertici incogniti non sono tradi loro correlate.
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4.1.3. RETI LOCALI

Lereti locali possono avere una estensione molto variabile. Si passa dallarete di inquadramento

necessaria per la costruzione di una cartografia di un comune di alcune migliaiadi ettari, aquelle di

estensione assal ridotta, per esempio per il rilevamento di unalottizzazione, per lacostruzione di un
breve tronco stradale, o per il rilevamento architettonico e cosi via.

Laloro configurazione quindi potra variare da una semplice poligonale a unarete di poligonali o
alaclassicastrutturadi punti, connessi con forme triangolari.

Quando larete e contenuta nel campo topografico, e non valocalizzata sull'ellissoide, si possono
utilizzare delle coordinate piane ortogonali assumendo un vertice come origine delle coordinate (a
questo vertice s possono attribuire coordinate mille, o coordinate convenzionai qualsias) e un lato
puO essere assunto come asse delle ascisse.

| calcoli elacompensazione dellarete, eseguiti con le formule dellatrigonometria piana sulla base
delle misure degli angoli e delle distanze, forniranno le coordinate cartesiane di tutti i vertici.

Capita spesso invece che vengarilevata unarete locale per I'inquadramento di cartografiaamedia o

grande scala. Questa rete |ocale dovra necessariamente essere inserita nel sistema cartografico

nazionae.

[l modo piti ovvio di procedere sembrerebbe quello di considerare nellarete locale darilevare anche
alcuni vertici trigonometrici nazionali (se sono due, il sistemadi riferimento verrafissato con un
grado di esuberanza), continuare poi con |'esecuzione delle misure topografiche di angoli e distanze
e poi eseguirei calcoli di compensazione. Le coordinate dei vertici dellarete locale, dopo i calcoli

di compensazione, saranno automaticamente definite nel sistema di riferimento nazionale.

Questa procedura risulta improponibile perché e finalita con cui sono state costruite lereti ele

sottoreti nazionali, sono totalmente diverse sia come precisione che densita e ubicazione dei vertici

che non possono adattars alle esigenze di unaretelocae.

Nei paragrafi seguenti si dara una indicazione sulla precisione intrinseca dei vertici delle reti
nazionali e apparira chiaro che in molti casi e da ritenersi insufficiente se paragonata con la
precisione ottenibile nelle reti locali.

L'operazione di compensazione globale che preveda l'inserimento nellarete locale anche di alcuni
vertici dellarete nazionale di minor precisione, degraderebbeil risultato complessivo finae di tutti i
vertici, e sarebbe vanificato o sforzo di operare con strumentazioni topografiche di alta precisione.
D'altra parte |'opportunita di riferire la cartografia, anche di zone limitate, al sistemadi riferimento
nazional e appare scontata.

Pertanto € consuetudine, nel rilevare una rete di inquadramento e di appoggio per cartografia
operare nel modo seguente:
> g rilevalarete locae con strumenti e metodi moderni, in modo da definire uno schema
geometrico rigido ed auto controllato (in altri termini con misure esuberanti rispetto al
minimo indispensabile);
> nel rilevare larete locale si avracuradi determinare la posizione dei vertici trigonometrici
dellarete nazionale presenti in zona, di solito con operazioni di intersezione multiplain
avanti;
> g potranno quindi calcolare le coordinate nel sistemalocale anche di questi vertici, gia noti
in coordinate nazionali;
>  se(uesta operazione e eseguita per almeno due punti, sara possibile definire |'orientamento
dellarete locale, ossia calcolare i parametri della trasformazione conforme (roto-traslazione
con variazione di scala) che consente di trasformare le coordinate locali nelle coordinate
nazionali dei due punti utilizzati. Con tali parametri sara possibile poi trasformare tutti i
restanti punti dellarete locale nel sistemanazionale;
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> Sei punti noti nei due sistemi di riferimento (locale e nazionale) sono piu di due,
I'orientamento viene eseguito con il criterio del minimi quadrati.

4.1.3.1. PRECISIONE DELLE RETI NAZIONALI
Attualmente la cartografiaitdianafariferimento a quattro sistemi geodetici divers:

1. il Sstemanazionale (M. Mario 1940 " Gauss - Boaga")
e il sstema in cui sono state calcolate le coordinate del vertici della rete trigonometrica
fondamentale italiana, a disposizione dell'utenza nei cataloghi IGM. Questo sistema é stato
ufficialmente adottato anche dal Catasto che, allo stato attuale, lo utilizza solo per zone
limitate.
L'ellissoide di riferimento € quello di internazionde (Hayford) orientato a Roma (osservatorio
astronomico di M. Mario, definizione 1940).
Il calcolo dellarete € stato eseguito nel 1908 - 1919 facendo riferimento ad un atro ellissoide
(Bessdl orientato a Genova) e solo nel 1940 é stato adottato I'ellissoide e I'orientamento
atude.
A seguito delle numerose campagne di triangolazione dell'lGM susseguites nel tempo,
numeros blocchi della rete sono stati rideterminati in base ale nuove misure e a nuovi
calcoli di compensazione, con conseguenti "distorsioni locai" nella rete; le coordinate
attuamente in catalogo, sono quindi spesso diverse anche da quelle del 1940. La rete
geodeticafondamentale o del 1° ordine e stata compensatain blocco dall'lGM nel 1983 (le
dimensione della matrice normale ottenuta dal calcolo e stata di 1050 x 1050). Questo
ricalcolo ha permesso di stabilire le precisioni del vertici della rete attraverso i termini della
meatrice di varianza— covarianza
Con riferimento dlaFig. 4.10, ndlla tabella seguente sono riportali, come esempio, i vaori de
parametri caratteristici dell'ellisse d'errore di acuni vertici dellarete

4= Omax

Fig. 4.10 dlissederrorerete IGM (calcolo ddl 1983)

n? punto nome ON OF A= Omax | D= Omin L)
[m [m [m] [m] ]

057049 | Monte Crea 0,54 0,60 0,68 0,42 52
056206 |Superga 0,59 0,63 0,72 0,47 49
056134 | Monte Musine 0,63 0,65 0,75 0,51 47
055107 | Rocciamelone 0,69 0,69 0,80 0,56 45
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2. il sistema europeo (ED50 - UTM)

e il sistema usato per il "taglio" della maggior parte della cartografia attualmente
prodotta.

Non é impiegato invece come sistema di inquadramento, anche se sono disponibili le
coordinate dei vertici dellarete trigonometrica fondamentale in questo sistema.
L'ellissoide di riferimento € quello internazionale (Hayford) con orientamento medio
europeo del 1950 (ED50). Il calcolo di compensazione delle principali rete europee del
1° ordine é stato eseguito dal U.S. Coast and Geodetic Survey nel 1950

Un punto ha coordinate che differiscono di decine o centinaia di metri rispetto allo stesso
punto rappresentato nel sistema nazionale. Tali differenze sono dovute principa mente al
diverso orientamento dell'ellissoide (diverso "Datum™), ma in parte anche a differenti
calcoli di compensazione che hanno dato origine ai valori finali delle coordinate.

Il passaggio dalle coordinate UTM alle Gauss-Boaga o viceversa non e eseguibile quindi
con procedimenti analitici rigorosi, ma solo con formule empiriche valide in genere in
zone di estensione limitata.

3. il sistema catastale

come gia detto il Catasto italiano ha ufficialmente adottato il sistema nazionale "M.
Mario 1940 Gauss - Boaga da vari anni ma, in pratica, solo in poche zone si € passati
effettivamente a tale sistema.

Per lamaggior parte del territorio nazionale la cartografia catastale ed i relativi atti di
aggiornamento sono ancora riferiti al sistema catastale adottato in fase di formazione
della cartografia (dal 1866 in poi), caratterizzato dall'uso della rappresentazione di
Cassini - Soldner per zone limitate ciascuna con una diversa origine coincidente spesso
con un vertice IGM.

L'estensione di ogni sistema € limitata in genere ad un massimo di 70 km dall'originein
direzione Est Ovest e a 100 km in direzione Nord Sud. La maggior parte delle province &
compresa in sistemi di grande estensione (31 origini) e il rimanente territorio & suddiviso
in sistemi piu piccoli (oltre 800 complessivamente).

Il sistema di riferimento geodetico catastale coincidente con quello adottato dall'lGM
(nella prima compensazione globale del 1908-1919) non e stato utilizzato per l'intero
territorio nazionale perché i lavori di rilievo del catasto si sono svolti in molti casi prima
del completamento dei lavori di triangolazione dell'lGM. Sempre a causa del ritardo
delle operazioni IGM rispetto alle esigenze catastali sono state spesso assunti valori
prowisori delle coordinate dei vertici di 1°, 2° e 3° ordine, fomiti volta per volta dallo
stesso IGM ma spesso diversi dai definitivi.

Larete catastale non € quindi del tutto congruente con quella nazionale.

4. il sistema mondiale (WGS84)

e il sistema di riferimento attualmente adottato nel posizionamento mediante satelliti
GPS (Global Positioning System).

E costituito da una tema cartesiana OXY Z con origine nel centro di massa convenzionale
dellaterraed asse Z diretto secondo I'asse di rotazione terrestre. Allaterna e associato un
ellissoide con parametri diversi da quello intemazionale con centro nell'origine ed assi
coincidenti con quelli dellaterna stessa (ellissoide geocentrico).

Al sistema WGS84 non € associato ufficialmente alcun sistema cartografico, anche se e
sempre piu frequente |'adozione della rappresentazione UTM con inguadramento
WGS84 (in analogiaall'UTM ED50).

Utilizzando questa nuova tecnica di misura (illustrata piu avanti) I''GM ha realizzato la
nuova rete geodetica del 1° ordine chiamata IGM95 costituita da 1236 punti
materializzati stabilmente sul territorio nazionale con un errore medio tridimensionale
inferiorea 5 cm.
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4.1.3.2. Fitting planimetrico

Con riferimento ala Fig. 4.11, consideriamo un sistema di riferimento assoluto OEN e un sistema
di riferimento locale oXY; siano Tx e Ty le coordinate dell'origine 0 e g I'angolo di direzione
dell'assey rispetto al sistema assol uto.

N

L3

0 . 2
Fig. 4.11 schemadedlarototradazione

Lerdazioni anditichefrale coordinate E,N e X,Y di un punto P sono:

E=Xcos@+Ysin@+T,
N=-Xsin8+Ycos8 +T,

Sefrail sstemalocae e quello assoluto esiste anche unavariazione di scala, le relazioni diventano:
E = M{(X cos@+Ysin8)+T, (18)
N=A(-Xsin0+Ycos0)+T, (19

Queste sono le relazioni analitiche relative alla roto-traslazione con variazione isotropa di scala che
nelle quali troviamo i quattro parametri incogniti g, 1, Tx, Ty .

Ogni punto noto nei due sistemi di riferimento permette la scrittura di due equazioni del tipo (18 e
19) e quindi per la determinazione del quattro parametri incogniti saranno sufficienti solamente due
punti.

Sei punti noti sono piu di due la determinazione dei quattro parametri incogniti avverra tramite la
scrittura di un sistema di 2n equazioni (sempre di tipo (18) e (19)) risolto con il criterio del minimi
quadrati.

Per risolvere il sistemadi equazioni bisogna procedere primaallaloro linearizzazione mediante uno
sviluppo in serie néll'intorno di unavalore approssmato. | valori approssmati delle incognite s
possono ricavare considerando i primi due punti noti P1 e P2.

N

i

P,

0 »F X

Fig. 4.12 - determinazione dei valori gpprossimati delle incognite

Lerelazioni analitiche che possiamo scrivere a partire dai valori noti delle coordinate nel due
sistemi di riferimento dei due punti P1 e P2 sono le seguenti:
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E,-E X, -X
(RP) = arctanzi—r (RP)yy =arctanp
D,_2='J(E2—E,)2+(NZ—N,)I di-zzJ(Xz"Xi)l"'(Yz‘Yl)z

dacui possamo ricavarei valori approssmati dellarotazione g edellascaa l :
6’ = (P;Pz )X,Y - (P:Pz )E.N
D,

/10 =12
dl-l

Applicando i parametri approssimati 6° ¢ A al primo punto Py, si otterranno le coordinate ruotate
dello stesso punto:
XR, = 2°(X, cos0° +¥,sen8°

= (- X, sen@° + ¥, cos@®"

eimponendo la coincidenzadi P1 nei due sistemi di riferimento potremo determinarei valori
approssimati delle tradazioni:
Ty = E, - XR, (22)

TS =N, -YR, (23)

Leequazioni (18) e (19), considerando cheil fattore di scala X che non modificanulla nellaroto-
tradlazione € pari al'unita, diventano:

(14 A)|X cos¢ + ¥ sm¥ }+
(1+A)(~Xsin@+Ycos8)+T,-N=0 g(6,4,T,)=0

che sviluppate in sviluppate in sene di Taylor, fermato ai termini lineari, indicando con Ay Ay Ary
Aty le correzione da dare ai valon approssimati delle incognite, diventano:
]
o o

0 1]
76,41, )=r° +(%) A, +(§) A, J{F] Ay, =aA,+a,A, +aA; +TN, =0

o8

260 A a7,

dove 1 coefficienti € i termini noti, com’e immediato verificare esegnendo le derivate rispetto a1
parametri incogniti, e calcolandole in corrispondenza dei valori approssimati 2000 T v, Iy, sono:

0 1] 13
g(o,;.,r,,)=g°+[—q‘i) A,+(§) A, +($) A, =bA,+b,A, +b,A, +TN, =0

a;=YR a;=XR az =1 IN;=(XR+T0%)-X
by=-XR b;=YR by =1 TN =(YR+T¥)-Y

Ogni punto di orientamento, noto nel due sistemi di riferimento (locade X,Y e cartografico E,N),
permettera la scrittura di due equazioni di tipo (18) e (19) o nela forma linearizzata (24) e (25) e
I'insleme dei punti noti permetterala costruzione dellamatrice del coefficienti delleincognite (g, 1, Tx,
Ty) codtituita da 2n righe e 4 colonne.

La soluzione, come gia detto in precedenza, s otterra mediante la normalizzazione dellamatrice del
coefficienti e I'applicazione del criterio dei minimi quadrati.
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La struttura dellamatrice dei coefficienti sarala seguente:

A'Ei A}u ATx AT}'
P | a; . ay . asz 0 TN, 7
P b, b 2 0 bs IN 2
P; aj a;z as 0 - TN,
P, b; by 0 b3 7N,
P, a” ar ai’ 0 TN,
P, b/ b," 0 bs" TN,"

Il procedimento di soluzione del sistema sara necessariamente iterativo perché le equazioni (18) e
(19) sono state linearizzate utilizzando uno sviluppo in serie di Taylor fermato ai soli termini lineari
e trascurando quindi tutti gli altri.

Le incognite g, 1, Tx, Ty saranno quindi determinate per accumulo successivo delle correzioni
ottenute nelle varie iterazioni di calcolo (indicate con la simbologia prima iterazione = ' seconda
iterazione =" ecc.):

0=0°+A,+A,+-
A=201+4,)0+4,).
Ty =Ty +4, +4, +...
T, =T, +A; +4A; +...
(26)

Ad ogni iterazione, il sistema risolvente verra riscritto utilizzando come nuovi valori approssimati
quelli calcolati nell'iterazione appena eseguita. Questa sequenza di cicli di calcolo sara interrotta
quando le correzioni Dqg , Dy , D1 D1y Saranno praticamente mille.

Normamente la convergenza verso la soluzione finale del sistema si ottiene con poche iterazioni di
calcolo (4-5); in presenza di errori grossolani nel valori approssimati delle incognite si avra una
altrettanto veloce divergenza che portera subito alla sua interruzione.

125



51 MISURA DELLE DISTANZE

La distanza topografica tra due punti posti sulla superficie terrestre (A e B) e definita dalla
lunghezza dell'arco di geodetica che congiunge le proiezioni A, € B, dei due punti sull'ellissoide di
riferimento.

Fig. 5.1 definizione di distanzatra due punti

| teoremi della geodesia operativaci dicono chel'arco di geodetica AoBo € praticamente coincidente con
le due sezioni normali definite tragli stess punti per distanze anche di 1.000 km. Tuttala
strumentazione topografica utilizzata per la misura delle distanze, opera norma mente per sezioni
normai e quindi in modo compatibile con la definizione di distanza.

Nell’ambito del campo geodetico 1a superficie di rifenmento (ellissoide) pud essere approssimata
con quella di una sfera (sfera locale) di raggio R = ,{ p N tangente in un punto intermedio tra A e

B.
In questo modo, la riduzione delle distanze alla superficic di riferimento potra avvenire
semplicemente come calcolo dell’arco di cerchio massimo (AgBo) sulla sfera locale.

Lo schema operativo della misura di una distanza ¢ il seguente:

Fig. 5.2 Riduzione di unadistanza
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CB = distanza ridotta all'orizzonte (dy)

AB = distanza inclinata misurata (d;)

AgBy = distanza ridotta alla superficie di riferimento (d,)
AAy = quotadel punto A

BBy = quotadel punto B

OAs = raggio della sferalocale R=[p N

OBo = raggio della sferalocale R=Jp N

Ladistanzatrai punti A e B, che normamente viene misurata, € quellainclinata (do).
Sedal punto B si conduce unaretta ortogonale alla verticale passante per il punto A s ottiene una
distanza do detta distanza ridotta all'orizzonte.

Per effettuare le riduzioni all'orizzonte (d,) e alla superficie di riferimento (d,) € necessario
misurare ladistanza zenitdle Za:

dy=d,sinZ,

La riduzione della d; alla superficie di riferimento si effettua nel seguente modo:

d =R® la distanza topografica dg € pari allalunghezza dell'arco di cerchio
g massimo, appartenente alla sferalocale in A, di raggio R, sotteso
dall’angolo ®
. d 0 A 5 :
sinw = R+0, = @ perché o ¢ un angolo piccolo
Rd,
’ Rd+ Qb -1 . . oy N
o2 _4 (1 . 2, ) considerando che lamassima quota terrestre possibile e di circa 6 km,
.2 UTr il termine Qg/R & dell'ordine di 10°. o .
R Trascurando i termini in (Qg/R)?, cioé trascurando i termini dell'ordine

~1
(I+&) =1—9—f'-+terminitrascurabilj
R R

o ~ di 10° vaelaseauente ulteriore semplificazione: _
Quindi laformula per lariduzione della distanza alla superficie di riferimento nel campo geodetico assume

la seguente forma definitiva:

9 (2)
de = "o(‘ 3
In tabella sono riportati i valori di Qb/R a variare della quota del punto B.
Qv QR
60 m 10
600 m 107
6.000 m 10°

Si puod osservare che lariduzione della distanza alla sferalocal e deve essere fatta solamente quando il
termine correttivo Qb/R assume vaori superiori allo s.g.m. di misura della distanza. Per quoteinferiori ai 6
m, il termine correttivo Qb/R & inferiore a 10° e quindi sempre trascurabile. Questa riduzione delle distanze

misurate ala superficie di riferimento dovra essere eseguita per tutti
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i rilievi a scopo cartografico, mentre in ambito locale (rilievo di reti per il tracciamento di gallerie,
funivie ecc..) tale riduzione non dovra essere applicata per rendere immediatamente confrontabili i
risultati del calcolo di compensazione con le misure ridotte all'orizzonte sul piano locale.

5.2. STRUMENTI PER LA MISURA DELLE DISTANZE

Lamisura diretta delle distanze in topografia ha sempre costituito un problema praticamente
irrisolto fino alla comparsa del distanziometri a onde elettromagnetiche (EDM o EODM) avvenuta
agli inizi degli anni '60.

Primadi tale datala misura diretta delle distanze veniva redlizzata con apparati molto compless (ad
es. I'apparato di Jaderin) che consentivano la misura mediante il riporto di grandezze campione
lungo la distanza incognita, materializzate con fili in invar lunghi 24 m circa e opportunamente
tesati.

Questi metodi erano molto dispendiosi (una squadra di tre operatori impiegava mediamente 1
giorno per misurare una distanza di circa 1 km) e molto limitati nell'uso, in quanto si potevano
utilizzare solo su terreni molto pianeggianti.

Fino a pochi decenni fa erano comunque gli unici metodi in grado di supportare le operazioni di
inquadramento ove s richiedono precisioni relative dell'ordine di 10°.

Nel rilievo di dettaglio, per il quale sono richieste solitamente precisioni inferiori, sono stati
utilizzati metodi di misuraindiretta delle distanze che impiegavano aste centimetrate (le stadie) e
teodoliti modificati con I'aggiunta di particolari reticoli (teodoliti ad angolo parallattico costante e
tacheometri autoriduttori). Questi metodi non consentono perd lamisuradi distanze superiori a 200
m e comunque |e precisioni sono a massimo dell'ordine di 10°.

Gianel 1933 il sovietico Baaicov brevetto un distanziometro ad onde ed il connazionale Lebedev
nel 1938 ne costrui un prototipo. Nel 1943 |o svedese Bergstrand costrui il primo strumento
commerciale: il "Geodimeter", con portata fino a 10 km. Nel dopoguerra, il sudafricano Wadlel
invento infine il primo distanziometro a microonde (MDM) (chiamato Tellurometer) con portata
sino a 150 km e precisione 2x10°°. Questi strumenti erano ancoramolto ingombranti, poco precisi e
il metodo di misura erarelativamente lento, mail passo in avanti formidabile.

La misura elettromagnetica della distanza con distanziometri (EDM = Elettromagnetic Distance
Meter) avvenne inizialmente con strumenti che impiegavano come onde portanti le onde luminose
EODM (Elettro Optical Distance Meter) o che impiegavano onde centimetriche (MDM = Micro
wave Distance Meter).

A partire dagli anni '70, sono stati posti in commercio, a prezzi accessibili anche alla piccola
utenza, i distanziometri a onde che hanno definitivamente decretato la fine dei metodi di misura
indiretta delle distanze, garantendo un pit ampio raggio di azione, una piu elevata precisione e una
piu rapida esecuzione delle misure stesse.

La possibilita di misurare distanze con estrema facilita ha portato come logica conseguenza a una
rivoluzione dei metodi di rilievo e di calcolo consentendo agli operatori di svincolarsi dai vecchi
schemi di rilievo che privilegiavano ovviamente le misure angolari rispetto aquelle di distanza.

Ne paragrafi seguenti ci soffermeremo brevemente sui principi generai di funzionamento dei
distanziometri a onde elettromagnetiche, rimandando a testi classici di topografia per gli altri
metodi sopracitali.

| distanziometri moderni possono essere classificati in strumenti che prevedono la misura dello
sfasamento tra I'onda emessa e quella ricevuta e strumenti che prevedono la misura di tempi
trascors tradueimpuls o tra due treni d'onda. Questo secondo metodo € teoricamente piu
semplice ma, sino a qualche tempo fa, difficile da
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attuare per la scarsa precisione con la quale era possibile misurare questi intervalli di tempo.

5.3. | DISTANZIOMETRI A MISURA DI FASE

Questi distanziometri sono oggi i pit diffus.

Il funzionamento si basa sull'emissione di una radiazione ottica con lunghezza d'onda
corrispondente al'infrarosso vicino (X - 0,78 mm) che viene modulata e trasmessa verso un prisma
retro riflettore; quest'ultimo riflette una parte dell’onda verso I'apparecchio ricevente del'EODM
che interpreta la differenza di fase tra I'onda emessa e quella ricevuta. Questo sfasamento dipende
dalladistanzaesstente trail distanziometro eil prisma.

Nell'EODM sono dungue presenti due parti, unatrasmittente ed unaricevente.

L'esigenza di mantenere concentrata |'energia dell'onda emessa, e quindi di poterne riceverne di
ritorno una buona parte, fa si che si debbano utilizzare onde con lunghezza d'onda molto piccola
(infrarosso vicino). Invece per poter discriminare la fase con precisione € necessario utilizzare una
lunghezza d'onda metrica e quindi bisognera modulare opportunamente |'onda el ettromagnetica.

5.3.1-Lamisuradelafase.

Un'onda sinusoidale viene emessa da un estremo A della distanza D da misurare, che s suppone
inferiore alla meta dellalunghezzad'onda A, s riflette sull'altro estremo B eritornanel punto A
(vedi Fig. 3).

Lo sfasamento misurabile tral'onda trasmessa e I'ondaricevuta sarafunzione di D.

Quale sarail valore déll'oscillazione s nel punto A alo stesso istante t siadell'onda emessa che di
quellarientrante (giariflessadaB) 2.

InFig. 3éindicato il punto A' simmetrico di A rispetto aB, per cui invece di considerare |I'onda
riflessa s puo immaginare I'onda che prosegue daB verso A' ed A' coincidente idealmente con A;
I'oscillazione in A saraquindi lastessadi A', smmetrico di A rispetto aB.

Nell'istantet in A' avremo:

S, = Asen{wt +¢,)

per I'onda emessa dove;

S = ampiezza dell'onda

A = ampiezzamassima
o = pulsazione = 2nf
f = frequenza
oo = fase iniziale
A = lunghezza d’onda = ¢/f
¢ = velocita di propagazione

Per I'onda riflessa, tenuto conto che un determinato valore dell'oscillazione s propaga con velocita

c echequindi I'ondarientrante riproduce i valori dell'onda uscente con unritardo di D;= 2D /c
avremo:

S, =Asen{o(t—A,)+@,)

S, =Asen(wi-w A, +¢,)
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Sr = Asen(wt—F+Tp)
dovecon ¥ =wD; sl indicalo sfasamento tral'onda uscente e I'onda rientrante

3!!
° £°
= E2
E=
5 o ES
2 5 g
g 3 i<
5 z 2s ~onda uscente da A
A 8 A » all'istante ¢
'
w7
u 7
uw f
\ "y
\ ".l
N o e -
N\ "
N\ l: onda rientranie in A
A /)i alistante ¢ dopo
\ i} la riflessione in 8
'\.____/ "
o |
o 2D
%,
2a

Figura 5.3 - Principio della misura della distanza con gli EODM (caso D < 1J2)

Dallarelazione cheindicalo sfasamento s avra

qp:@N:Q)_.—
c
ISP P _ 9
® 2o 2
p-22
2r 2

Dacui s pud dedurre che misurando lo sfasamento DF tral'onda uscente e I'ondarientrante s puo
ottenere la distanza D come unafrazione di meta della lunghezza d'ondaimpiegata (il rapporto

(F/2pvaiatralel).
Lo strumento che misuralo sfasamento fra due onde si chiama discriminatore o comparatore di

fase.

Seoras spostail punto di riflessione B di un numer o inter o di mezze lunghezze d'onda (A* si
spostadi un numero intero di lunghezze d'onda) € evidente che lo sfasamento non cambia perché
lungo il percorso 2D si viene ad inserire un numero intero di lunghezze d'onda e si potra quindi

crivere;

D:--S‘-?-’—--,g;-}-ni .D=}'.'.+IIi
2 2 2 2

La [5] rappresenta I'equazione fondamentale dei distanziometri ad onde. D numero intero n s
chiama ambiguita. Per misurare una distanza con un distanziometro ad onde occorre quindi
misurare lo sfasamento 9 e valutare, senza errore, il numero intero di mezze lunghezze d'onda. E'
bene puntualizzare che con qualunque distanziometro ad onde la misura dello sfasamento Df
permette sempre e solo di valutare quella porzione di distanza che eccede il numero intero di
mezze lunghezze d'onda in essa contenuto e che il numero n s puo valutare con modalita
diverse,
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| problemi pratici di misura consistono quindi nel ricavare ¥ e nel determinare ['ambiguitan.

L e lunghezze d'onda generate hanno precisione di 2-5*10°, cioé di qualche p.p.m. (parte per
milione ovvero mmv/km).

Lafrequenza emessa potrebbe avere anche stabilita superiore matale precisione risulterebbe inutile
se non si prevede di dover stimare in maniera pitl precisadi 10° I'effetto dellarifrazione

amosferica
Per rendere omogenee le precisioni di misura € bene che L sia misurata con incertezza minore od

uguae a contributo della parte non modellabile dellarifrazione atmosferica.
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6.1. MISURA DEI DISLIVELLI

Prima di affrontare la descrizione dei metodi utilizzati per la misura dei didivelli, & necessario
approfondire il concetto di quota di un punto.

Abbiamo gia visto che per la determinazione delle quote & necessario fare riferimento al campo
reale della gravita, e quindi a geoide, invece che a superfici note solo matematicamente, quali
I'ellissoide (vedi Fig. 6.1).

superficie terrestre

geoide

P . ellissoide
Fig. 6.1 - Quota ortometrica, quota ellissoidica e ondulazione del geoide

In termini non rigoros possiamo definire il geoide come quella particolare superficie equipotenziae
che passa per il livello medio marino; € evidente che il punto di quota zero puo essere determinato
in corrispondenza del mare.

L'operazione si esegue con l'aiuto di opportuni strumenti detti mareografi in grado di calcolare e
anche rappresentare graficamente I'andamento altimetrico del mare depurato dal moto ondoso e
mediato dai suoi moti periodici.

> S definisce quota ortometrica o semplicemente quota di un punto P (indicata normalmente con
Q:) lasua distanza dal geoide misurata lungo lalinea di forza che € anche ortogonale al geoide
(vedi Fig. 6.1 H = PPy).

> S definisce quota ellissoidica dello stesso punto P la sua distanza dall'ellissoide, misurata lungo
lanormale al'ellissoide stesso (vedi Fig. 6.1 h = PP).

> S definisce ondulazione del geoide ladifferenzatrale due quote (vedi Fig. 6.1 N = PyP").

S definisce didivello tradue punti A e B ladifferenzadi quotaortometricatrai punti stessi:
B

H superficie terrestre
[
A H
[
!

\ Qe
Qul i
Fig. 6.2 — dislivello
Ap=0-0,
Come s vede il didlivello e positivo 0 negativo a seconda che la quota del secondo punto sia

maggiore o minore di quella del primo. Questa € una scelta del tutto arbitraria che si adotta per
convenzione.
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6.2. METODI PER LA MISURA DEI DISLIVELLI

Conil terminedi livellazione s intende I'insieme delle operazioni di misura eseguite per
determinareil didivello fradue punti.

Le metodologie impiegate per lalivellazione s differenziano dal punto di vista delle procedure
seguite e degli strumenti utilizzati, e in base alla natura delle grandezze osservate erilevate.

| metodi di misuramediantei quali sl eseguono le livellazioni sono diretti o indiretti, intendendo
con guesto termine quei metodi di livellazione che richiedono la preventiva determinazione o
conoscenzadelladistanzatrai punti, dei quali s vuole calcolareil didivello.

Tralelivellazioni indipendenti dalla distanza (livellazioni dirette), ricordiamo:

> lalivellazione geometrica: s utilizza uno strumento chiamato livello, corredato da due stadie,
un eventuale micrometro alamina piano - paralela e vari accessori;

> lalivellazioneidrostatica: si utilizza un sistemadi vasi comunicanti e s sfruttail principio
fisico chein questi vasi il pelo libero s dispone lungo una superficie equipotenziae;

> lalivellazione barometrica: € basata sul principio cheil didivello fradue punti, relativamente
vicini, é funzione della differenza di pressione atmosferica esistente tra di , misurata con
un barometro.

Tralelivellazioni che presuppongono la conoscenza o la misura della distanza (livellazioni

indirette), ricordiamo:

> lalivellazione celerimetrica o distanziometrica, che utilizza il teodolite ed un distanziometro
ad onde;

> lalivellazione trigonometrica, che utilizza il teodolite e un distanziometro di grande portata,
ma piu spesso sfrutta la misuraindiretta della distanza o la sua conoscenza a priori e prevede
la
stimadellarifrazione;

6.3. Influenza della curvatura terrestre e della rifrazione atmosferica
Nellelivellazioni che operano tra punti la cui distanza e superiore a 100 m non € piu possibile
ipotizzare una superficie di riferimento piana.

In questi casi i metodi di livellazione determinano i didlivelli ameno di errori sistematici dovuti
alacurvaturalocale della superficie di riferimento.

L'errore dovuto alla curvaturaterrestre (vedi fig. 6.3a) e dato da:

x=—-R-R 1]
COS COS®

sviluppando in serie il coseno e arrestandosi al primo termine si ha:
1 2 2

Ze——-lal+il=—
R 1_9_ 2 2
2
da cui
x _d¥ _d’ 2)
R 2R’ "R
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Fig. 6.3a- Erroredi curvaturaterrestre Fig. 6.3b - Errore di rifrazione
Per distanze d superiori a 500 m bisogna considerare anche |'effetto dovuto alarifrazione (vedi fig.
6.3b) dovuto al fatto che laradiazione luminosa non attraversail vuoto masi propagain un fluido
rifrangente, quale I'atmosfera, che haun coefficiente di rifrazione variabile e decrescente dai livelli
pit prossimi & suolo ai livelli piu ati in quota
Volendo suddividere I'atmosferain una serie di sfere concentriche con coefficiente di rifrazione
costante e decrescente con la quota, si vede dallafigura cheil raggio luminoso che parte secondo
una direzione tangente al geoide in un punto (cioe orizzontal€) viene deviato verso laterra.
Si ericavato sperimentalmente che I'angolo di deviazione e € proporzionale, attraverso una costante

k, al'angolo al centro che sottende un arco pari aladistanzad, cioe

£

@ d
&= k— - k——- = 3
2 2R v=ed=k
Questo errore ha segno contrario a quello di curvatura terrestre per cui |'errore complessivo di
curvaturae di rifrazione terrestre sara
dZ
x-y= (1-k) —
y= ({-k) >R

6.4. LA LIVELLAZIONE GEOMETRICA

Lalivellazione geometrica € una procedura che opera per visuali orizzontali, € indipendente da
gualsiasi operazione di rilevamento planimetrico e utilizza uno strumento chiamato livello con le
relative stadie.

D principio su cui si basalalivellazione geometrica e intuitivo: scaturisce dall'ipotesi di
paralelismo frale diverse superfici di livello e lasuperficie di riferimento.

Nell'ambito della portata strumentale, tale ipotesi porta aritenere pressoché orizzontali e fraloro
parallele tali superfici, per cui il didivello puo essere facilmente determinato come differenzafrale
letture fatte alle stadie tenute verticali sui punti di didivello incognito.

(0,1<k<02)

[ metodo dellalivellazione geometricas dividein:

> livellazione geometrica semplice, che permette di determinare il dislivello con un unico
stazionamento del livello, ed € impiegata quando la distanzatrai punti risulta minore o uguale a
100 m, in modo da considerare il piano topografico come superficie di riferimento

> livellazione geometrica composta, che permette di determinare il didivello mediante una serie
di livellazioni semplici traloro collegate, ed e impiegata quando ladistanzatrai punti risulta
superiorea100 m.
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A seconda della posizione assunta dal livello rispetto alle stadie si possono ancora distinguere le
livellazioni geometriche semplici in:

> livellazione geometricain prossmitadi un estremo
> livellazione geometrica reciproca
> livellazione geometrica dal mezzo

[l livello, siadi tipo classico che digitale, non costituisce dunque da quanto sopra osservato, un vero
e proprio strumento di misura; solo disponendo di stadie si pud ottenere la misura del dislivello e
quindi le stadie sono il vero strumento di misura.

Per livellazioni tecniche o da cantiere, si utilizzano delle stadie in legno, aste centimetrate
generamente dellalunghezza di due o tre metri.

Nel caso di livellazioni di precisione |e stadie sono formate da una custodiain legno o di alluminio,

contenente un nastro di acciaio centimetrato 0 mezzo centimetrato costruito in invar (legadi Ferro e
Nichel con coefficiente di dilatazione termicainferiore a 10°).

In entrambi i casi, le graduazioni sono numerate ad ogni decimetro.

L e stadie dispongono anche di unalivella sferica per laloro corretta posizione lungo la verticale.

—_] \//\_

—>1q

I

| ]

Fig. 6.4 - base di una stadiainvar

Le stadie di precisione sono dotate di due graduazioni poste ai bordi del nastro ininvar (vedi fig.
6.4) sfalsate fraloro e con le scale graduate numerate con diverse origini.

Eseguendo |a doppia lettura alle due graduazioni, si evitano cosi errori grossolani di letturaesi
mediano quelli accidentali.

Queste stadie vengono utilizzate abbinate a strumenti dotati di un reticolo a cuneo, come quello
illustrato in Fig. 6.5, e un micrometro alamina piano parallela, che permette di spostare I'immagine
del reticolo sino ala collimazione eseguita come si vede nella stessa Fig. 6.5.

Lalamina pian parallela e stata progettata per fare si che I'escursione massima di deviazione che
puo subire I'immagine per unarotazione del tamburo T siadi + 5 mm nel caso di stadie centimetrate
(oppuredi = 2.5 mm nel caso di stadie mezzo centimetrate).
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ZAMINA MICROMETRICA

Posizione de reticolo a ~—-|__
collimazione avvenuta MEEEanE f)ﬁ o
s
Q

TAMEBURO GRADUATD

I’"A“' TﬂTl'IT}TITTﬂTﬂ'I

Fig. 6.5 - Collimazione di unastadiainvar

I tamburo e generalmente diviso in 100 parti, per cui le letture corrispondenti alle massime
deviazioni sono di + 0.05 min.

L'operatore legge direttamente una di queste parti e si stima una frazione corrispondente ad un
centessmo di mm.

D piu delle volte il tamburo del micrometro e una piccola corona di cristallo graduato che,
illuminata esternamente, € osservata con un cannocchiale; I'oculare € collocato per comodita a
fianco dell'oculare del cannocchiale principale del livello.

Lelivellazioni di precisione avvengono utilizzando questi accessori, nonché le modalitain parte
accennate.

P

- <
Fig. 6.6 - Tripode d'appoggio dellastadia

Lungo lalinea di livellazione la stadia viene appoggiata su capisaldi opportunamente predisposti sul
percorso, a calotta semisferica in acciaio inossidabile. Nel caso ci0 non fosse possibile o
conveniente, S utilizzano del pesanti supporti di ghisa, dotati di tre punte che s conficcano a suolo,
Su questi € posto un grosso chiodo d'acciaio atesta semisferica.

Questi supporti (tripodi), sollevati per una maniglia, s trasportano lungo tutta lalineadi livellazione
(vedi Fig. 6.6).

I codice inciso sulle stadie abbinate ai Livelli digitali consiste in una sequenza di intervalli
bianco/nero ed € un unico numero binario pseudo stocastico (senza sotto ripetizioni) di 2000
elementi, ciascuno di 2,025 mm: la stadia piu altache s possa usare € dunque di 4,05 m.

Per un attimo facciamo l'ipotes che nella distanza stazione - stadia la superficie di riferimento possa

essere schematizzata da un piano orizzontale. Facciamo inoltre I'ipotes che siano esenti atri errori
sstematici che vedremo nel seguito.
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geoide

Il dislivello tra A e B (vedi fig.6.7) vale:
Q,+1, =0+, Ap=0-0Q,=1,-1,

La distanza fra le stadie dipende dala precisone che s vuole ottenere; per livellazioni tecniche non
superai 200 m, mentre per livellazioni di precisione o di ata precisione non superamai i 40 m.

Il punto A viene denominato " punto indietro* edil punto B " punto avanti” .

Per determinareil didivello trapunti C e D non direttamente visibili o distanti piu di 100 m, occorre
eseguire una serie di battute lungo un percorso detto linea di livellazione.

Il disivello esistente allora frai punti C e D sara dato dalla somma dei didivelli parziali delle
singole battute di livellazione.

Nello schema di misura della livellazione dal mezzo (vedi fig. 6.8), I'errore di rifrazione, di
curvatura terrestre e quello residuo di rettifica, nel caso in cui le distanze stazione - stadia siano
uguali s annullano nel calcolo del didivello.

1 |

(1]

geoide

et 2T e

[
'}
""""" a= SB Te—

Fig. 6.8 — Schemadi misuradi un dislivello con lettura dal mezzo

Con queste ipotesi, considerato che I’ errore dovuto alla curvatura del geoide nei punti A e B di
figura é o stesso in segno e valore valgono ancora le stesse formule.

137



6.4.1. LA LIVELLAZIONE GEOMETRICA RECIPROCA

Quando non sia possibile posizionarsi in un punto equidistante dagli estremi per eseguire una
livellazione dal mezzo, si puo eliminare I'influenza dell'errore residuo di rettifica, dell'errore di
curvaturaterrestre e di rifrazione atmosferica anche con questo ulteriore tipo di livellazione. Per
calcolare il dislivello Dab si effettuano due stazioni: dalla prima stazione, in prossimita del
punto "indietro" A, si fanno le letture alla stadia sia in A che in B. Se poi il cannocchiale e
distanziometrico si calcola la distanza della prima stazione sia da A che da B, altrimenti e
sufficiente una conoscenza approssimativa delle due distanze.

Si effettua una seconda stazione, questa volta in prossimita del punto "avanti" B, posizionando
il livello in modo che la distanza verso il punto avanti sia uguale a quella che la precedente
stazione aveva dal punto indietro ma anche che la distanza verso il punto indietro sia uguale alla
precedente verso il punto avanti. D dislivello corretto € dato dalla media aritmetica dei due
dislivelli calcolati dalle due stazioni.

I
I B
= le . 8,
&
B
.-JA— J[AAB
S
. T\
5, .
E— —k_
T
B
A S, ydan
Fig. 6.9 - Schema di una livellazione reciproca
Dalla stazione S, si ha:
Au =(£A '51)"(3;3 _52)
e da S, si ottiene:
A,={,-8,)-(,-6)
sommando membro a membro si ricava:
A,R=(l:‘-l;)+(l;—l;) (5)

2
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Lamediadei due dislivelli misurati nei due punti di stazione fornisceil valore del dislivello
corretto, privo cioé degli effetti dell'errore residuo di rettifica.
Lalivellazione reciproca equivale allalivellazione dal mezzo, tuttavia é caratterizzata da una
precisione inferiore, in quanto le distanze alle quali si collimano le stadie sono generalmente
piu
grandi.
Lalivellazione reciproca consente inoltre di calcolare il valore dell'angolo di
srettifica e, qualora siano note, anche approssimativamente, le distanze d e D di un punto di
stazione dai punti in cui sono poste le stadie:

I'A _l'B _(l”A _l”B )
2(D~-4d)

6.4.2. PRECISIONE DELLA LIVELLAZIONE GEOMETRICA

Le caratteristiche principali dd livello e delle stadie sono:
> |'ingrandimento del cannocchiae
> il diametro dell' obiettivo del cannocchiae
> |lasengbilitaddlalivellalorica

Tutti questi tre elementi sono determinanti per la precisione dellalivellazione.

| tre parametri variano in intervalli ampi, in quanto le esigenze di precisione delle livellazioni sono
diverse.

Ingrandimento e diametro dell'obiettivo devono essere scelti armonicamente, in quanto la
possibilita di apprezzare o misurare le frazioni di graduazione dipendono sia dalla grandezza
apparente dell'immagine della stadia (funzione dell'ingrandimento), siadal potere risolutivo (che &
funzione del diametro). Nei livelli di precisione per esempio s hanno ingrandimenti da40x a60x e
diametri di 50 mm.

Nella livellazione geometrica le uniche grandezze misurate sono le lunghezze fra il punto
d'appoggio della stadia sul caposaldo e il punto in cui I'asse di collimazione incontra la stadia,
quindi la precisone dd didivello misurato dipende essenziamente dalla precisone con cui tali
lunghezze vengono determinate.

Se ¢ ¢ lo s.q.m. di misura di una di tali lunghezze lo s.q.m. Gpamua del dislivello sara:
O hattua = i‘/-i G,
dato che il dislivello risulta dalla differenza di due lunghezze.

Seil didivello tradue punti, misurato con unalineadi livellazione, € ottenuto con n battute uguali
traloro e quindi con uguae s.0.M. Sy AVIEMO:

O-h'nea Sk v 71 Gharruta

sviluppo della linea di livellazione ’ L
Clinea = o =3, |—0
linea J 100 m batuta 100 battuia

Losgm. di letturasullastadias puo considerare risultante da due fattori che sono:
> precisonedi lettura;
> precisione di centramento dellalivellatoricao di funzionamento del compensatore per gli
autolivelli.
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La prima causa di errore ha valori divers a secondo che la lettura Sia eseguita a stima 0 con un
micrometro e comunque dipende anche dalla distanza tra livello e stadia, dall'ingrandimento del
cannocchiae e dal potere separatore dell'obbiettivo.

Quando la lettura si effettua a stima e la distanza tra livello e stadia € inferiore ai 50 m si puo
riteneres; =+ 1mm

Se s usaun micrometro, nelle stesse condizioni operative, s; = = 0,1 mm

Per valutare I'errore di lettura alla stadia dovuto a centramento dellalivellalorica s deve partire
dallaprecisone di centramento dellalivella stessa.

Si usadi solito unalivellatoricaa coincidenza, il cui s.q.m di centramento € dato da:

5"= 40,065

dovev élasensibilita espressain secondi sessagesimali.

Nei livelli di alta precisionelasenshbilitavae5"-10", per cui s" = 0.2" che corrisponde ad uno
sgm. di letturasullastadiapari a

o, =+10,2"arc1"D

Dove D eladistanzatralivello e stadia.
Assumendo D = 50 m avremo

S; = +0,000000969 - 50 m = 0,048 mm

Lo s.g.m. a di lettura sulla stadia dovuto all'errore di centramento della livella si puo ritenere
quindi trascurabile per i livelli di bassa e media precisione; cido non vale per i livelli di atae
altissma precisione dotati di micrometro per i quali il centramento della livellatorica va curato in
maniera particolare.

La livella torica deve esser ben protetta da bruschi sbalzi di temperatura, che ne potrebbero far
variare lo stato di rettifica

¥
L'erroredi verticalita della stadia s traduce in un errore di lettura sistematico sulla stadiae si pud
facilmente va utare osservando laFig. 6.10

I’
!

€
]
1
1
1
]
]
1
1
1
)
]
L

s

Fig. 6.10 - Errore di verticaitaddla stadia

Indicando con | lalettura eseguita sulla stadiainclinatadi w rispetto alla posizione verticaeecon | la
|etturache s sarebbg fatta sulla stadia verticale, avremo:

'=Icosa)sltl-—-w J
2
2

1-I'= erroredjverticalité=l%

Considerando ! = 2 m ed @ = 1¥™ (errore di verticalitd medio ottenuto rendendo verticale la stadia
senza alcuno strumento ausiliario) tale errore risulta pari a 0.25 mm, che nel caso di livellazione di
alta precisione non ¢ accettabile.

Normalmente tale errore & contenuto attomo a 0.1 + 0.2, utilizzando una livella sferica solidale al
corpo della stadia.
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La classificazione dei livelli e della livellazione geometrica viene fatta in relazione alla precisione
dello strumento: e basata sull'errore quadratico medio di unalivellazione in andata e ritomo su un
tratto di un chilometro (s.g.m. chilometrico s,). S hanno:

livelli di bassaprecisione o da cantiere: S >5mm
livelli daingegneria 2mm< s,<5mm
livelli di precisone 1mm< s,<2mm
livelli di altaprecisone Sk<1lmm

Per raggiungere queste precisioni in realta asseme alo strumento devono utilizzars accessori e
metodi specifici di rilievo.

Un livello di precisione o di alta precisione, per esempio, che si contraddistingue per |'ata
sengbilita della livella lorica, osservata a coincidenza e dal'alto numero di ingrandimenti del
cannocchiae, s abbina sempre ad una adeguata lamina piano - paralela e ad una stadia graduata su
un nastro di invar.

Le livellazioni di precisione richiedono non solo strumenti adeguati ma anche procedure atte ad
eliminare gli errori che possono influenzare lamisuradd didivello.

Il 'livello di precisone o di dta precisione ha un cannocchiale di grande luminosita e di molti
ingrandimenti ed & costruito di solito con vite di elevazione.

La"messa afuoco”, cioé I'adattamento ala distanza della stadia, € un'‘operazione che deve avvenire
con estrema cura, perché pud pregiudicare la precisione del metodo, se rimangono delle paralass
superiori alaprecisone dellamisura.

Negli autolivelli laresa orizzontale dell'asse di collimazione, come gia osservato, puo avvenirein

maniera automatica, grazie a meccanismi detti compensatori basati su pendoli o superfici liquide
riflettenti, interne a percorso del cannocchiale.

| compensatori fornivano un tempo precisioni inferiori a quelle raggiungibili con lalivellatorica,
attualmente si sono raffinati in modo tale che vengono adottati anche in autolivelli di alta
precisone.

Le stadie da utilizzare per livellazioni di precisione sono quelle anastro di invar e vanno poste su
punti altimetricamente univoci e sicuri quali pilastrini con chiodi atesta semisfericao tripodi con
chiodi in acciaio atesta semisferica ove sia sufficiente stazionare provvisoriamente.

L'operazione di centramento della bolla o di assestamento dell'autolivello di precisione richiede

molta pazienza. Le condizioni atmosferiche, per un improvviso comparire del soletrale nuvole ad

esempio, possono causare variazioni termiche nel treppiede tali da portare fuori coincidenzala

livellatoricao rimettere in movimento il dispositivo compensatore.

Per questo motivo a volte occorre posizionare o strumento sotto un ombrellone da sole.

Per non subire gli effetti dellarifrazione asmmetrica, nellelivellazioni di precisione, con lastadiaa
nastro invar € bene che le distanze tralivello e stadia non superino i 30 m.

Nelle livellazioni di precisione |'effetto del calore che sale dal suolo rende tremolante e distorta
I'immagine ricevuta

In zone vicine acantieri o0 atraffico le vibrazioni influenzano il compensatore.

La procedura per effettuare unalivellazione di precisione o ata precisione e sempre lalivellazione

geometricada mezzo.

Le distanze, come gia detto, trail punto e la stazione non devono superare i 40 o 50 metri. La
livellazione deve essere condotta siain andata che in ritorno e la discordanzatrai didlivelli deve
essere inferiore alatolleranza prefissata.
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La Commissione Geodetica Italiana ha redatto una " Guida alla progettazione e alla esecuzione
delle livellazioni geometriche " in cui fornisce suggerimenti per razionalizzare le operazioni oltre a

valori di questetolleranze.

Latolleranza trala misurain andata e quella a ritorno in un tratto di lunghezza L, esprimendo la
lunghezza dellalivellazione in km é dato da:

t=+6L mm per le livellaziont di precisione;
t=+3JL  mm per le livellazioni di alta precisione.

Se la hivellazione segue un poligono chiuso di lunghezza L le tolleranze sull'errore d1 chiusura
saranno ovviamente le precedenti ridotte del fattore V2.
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6.5 LALIVELLAZIONE TRIGONOMETRICA

Le operazioni di inquadramento planimetrico dell'l stituto Geografico Militare, cominciate piu di un
secolo or sono, furono condotte con teodoliti di precisione adeguata all'importanza del vertice di
rete.

Apparve subito che, mentre si conducevano misure azimutali, i vertici trigonometrici potevano
essere inquadrati anche altimetricamente mediante lamisuradegli angoli zenitali.

Per far cio occorrevarisolvere almeno due problemi: quello di potere usufruire di un qualche
riferimento altimetrico ben materializzato su vertici che spesso sono campanili, tralicci o
ciminiere e quello di poter calcolare il dislivello tenendo in debito conto sia la curvatura
terrestre che la rifrazione atmosferica, come necessario nelle distanze  abituamente
coinvolte nella rete trigonometrica.

E soprattutto I'incertezza su quest'ultima variabile che, come dimostreremo, consiglierebbe, se
non s hanno riferimenti precig, di non estendere questo metodo a distanze maggiori di 10-15 km.
In questo ambito possiamo fare atre importanti ipotes: le operazioni di misuradi didivelli fanno
riferimento ala superficie del geoide che, per soli scopi planimetrici € approssimabile al'ellissoide
primaed ala sferalocale poi nell'intorno del campo geodetico.

| potizziamo che nell'intorno di 15 km le superfici equipotenziali siano sferiche ed il geoide sauna

sfera di raggio S5 \/p Ry con PRy valori medi dei due raggi principali di curvatura
dell’ellissoide di rnferimento.

Ipotizziamo che le quote dei punti A e B (vedi fig. 6.11) siano le distanze di A e B dalla
sferalocae: le deviazioni dellaverticale saranno, in questaipotes, mille.

Poniamo infine che i punti A e B trai quali si deve calcolare il dislivello appartengano alla
rete trigonometrica (dacui il nome del metodo) e quindi adistanzad notao ricavatale.

Per il momento evitiamo di considerare o di poter trascurare larifrazione aimosferica.

e

Geoide = sfera locale

0

Fig. 6.11- Livellazione trigonometricareciproca See

possibile misurare sa ¥, che F, , goplicando il teoremadi Nepero avremo:
1
t — =
BO-40 _ an (- )
BO+ AO

tan%(a-i-ﬂ)
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BO—A0=AAB
BO+AO=R+Qg+R+Qa=2R+Qs+Qs= R+9J;—Q*]=2m+qno

_Q,+0,
On = 2

avendo posto pari alla quota media dei due punti A ¢ B

1 1 1
tan—{a - B)=tan_(7-9, -7 +¢,)=tan_{p,-0,)

tan-l-(a+ﬁ)=tan(§—§]=cot%= 15
2 tanE
sviluppando in serie la tangente si ha:

é é éj._... ma 5_2 cui §_3_= D3 —~ 0—9
873" R P T

trascurando quindi il termine cubico si pud approssimare tgi;— = —2—1% e quindi:

tan - (a+ﬁ)--—

il dislivello A,g sara pari a:

1 D
Ap= 2(R + Q,)taﬂ‘z—((i’g —¢A)"5'E

Ap= l{l + %)m%(‘ps _‘?’4)

In questa formula appare evidente che non occorre conoscere Q,,, Con eccessiva precisione.

Infatti se Q fosse noto approssimativamente con £10 m di indeterminazione, il termine (Q./R)
sarebbe gia preciso con + % 107°,

Anche se Qg fosse meno precisa s potrebbe, dallaformula(7), ricavareil dislivello DQ con 2
iterazioni di calcolo. D didivello cosi calcolato e inteso da centro a centro dello strumento.

Ses cercail didlivello trai due punti aterra, occorre sommare |'altezza di uno strumento etogliere
quelladell'atro o della mira che eventua mente puo essere collocata sull'altro punto:

1
A g =D(l+%")'tan'2'(¢s “@A)"'h,{ —bhy

In realta spesso i punti sono talmente distanti da non riuscire ad intravedere nemmeno il treppiede, e
la collimazione e fatta su particolari pit grandi e visibili come guglie di montagne, parapetti di
finestroni o gronde. Se lalivellazione é fatta da un estremo e sull'altro non vi & segnae o strumento
eowviocheh,=0.
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6.5.1. Livelazionetrigonometrica da un solo estremo
Riprendendo la (7) nell'ipotes di non potere misurare ¥ osservando lafig. 6.11 S ottiene:
Q,=a+8=1-¢, +6

e sostituendo nella (7) abbiamo:

Ap= D[I+&J-tan Zr——[qp,, —QB
R 2 2

)
A =D(]+%J—ag ©4 _EJ

D
AAB =D[1+—QRi]'Cfg @4 _ﬁj

6.5.2. Livelazionereciproca smultaneain presenza ddlarifrazione.

Abbiamo gia ricordato che per distanze superiori a 500 m non € possibile trascurare I'effetto della
rifrazione atmosferica nellamisuradelle direzioni zenitali.

La densita dell'aria diminuisce al'aumentare della quota e di conseguenza diminuisce I'indice di
rifrazione; i raggi luminosi propagandosi in un mezzo avente un indice di rifrazione variabile
subiscono dellerifrazioni e letraiettorie s incurvano verso il basso (vedi Fig. 6.12).

Fig. 6.12 — influenza della rifrazione atmosferica

Gli angoli zenitali misurati Z {apparenti) saranno pit piccoli di quelli reali ¢ di una quantita € che st

puo dimostrare essere proporzionale alla distanza D a sua volta proporzionale all’angolo &:
b
e=K—
2
dove K viene chiamato coefficiente di rifrazione e dipende dalle condiziom atmosferiche.
Nei due punti A e B avremo quindi:
é é
= K A —_— € Foe B = K i
2 2
Se la misura degli angoli zenitali @a e ¢p avviene simultaneamente si pud ritenere che i due
coefficienti di nfrazione K e Kg siano uguali.

&4
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€, = € K =Kat+Kb

Vediamo ora l'influenza della rifrazione nella livellazione trigonometrica reciproca. Sostituiamo nella
(7) agli angoli zenitali veri, gli angoli zenitali apparenti e i relativi errori di rifrazione. Con le solite
ipotes sullaconoscenzadi R, D, ZA, ZB ele ulteriori ipotes sullarifrazione la(7) diventa:

A, =D(1+21)-ml(zB-ZA)
R 2

Figura6.13 - Livellazione trigonometricareciprocain presenzadi rifrazione

Quindi il calcolo del didlivello con la livellazione trigonometrica reciproca non € influenzato
dall'effetto della rifrazione atmosferica e puo essere calcolato utilizzando le direzioni zenitali
apparenti misurate direttamente con il teodolite.

Vediamo ora come si modifica la formula per il calcolo del dislivello con la livellazione
trigonometrica da un estremo.

Sostituiamo nella (9), al posto dell’angolo @4, ’angolo Z, ¢ il relativo errore di rifrazione €,.
Si ottiene: :

Q ( D
Apg=DI1+="|-ctg| Z,+¢,——
AB 1{ R Cg A 8.4 2R

e poiché eA=K£=K—2 si avra infine:
2 2R
Ay= 1+Q—"’ -clg ZA+K—I—)——£)=D(1+& - ¢ ZA—Dl—t—JE)
R 2R 2R R 2R

Possiamo ancoraintrodurre alcune semplificazioni.
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Il termune: D esprime un angolo di ampiezza limitata a pochi secondi centesimali.

(1-K)
2

In questa ipotesi ¢ ammissibile accettare la seguente semplificazione:

+€2

ctgla+e)=ctgo —¢-

sen’ o

per cui la (11} si semplifica:

1-X 1-K

cgi 2, -D——|=ctgZ , + e
g( 4 2RJ gLy

sen’Z, 2R

. : 1 P . R
dove il termine —— = 1 perché Z, € prossimo all’angolo retto,

sen Z,
La relazione [11] diventa guindi:

% ez o)
A,,=Dl1+=|cted , +D——
AB ( R Cige 4 IR

Sviluppando il prodotto e trascurando ancora il termine -%"— la formulazione finale della [11] sard:

s 1-X (1
A =D(1+%J-cthA T D’

6.5.3. Determinazione sperimentale dell'indice di rifrazione

L a determinazione sperimentale del coefficiente di rifrazione K, puo essere utile per calcolareil
dislivello di altri vertici trigonometrici oltre a quelli su cui necessariamente sono state fatte
osservazioni reciproche. Nellafig. 6.13, dal triangolo ABO s ricava:

Z,ve A2+, =40
ZA+ZB+(KA+KB)§=E+5

K,+K, n+6-Z,-2,
2 5

K, +K R
S =K =12+ 7, )

Seladistanzatrai punti non € eccessiva e le misure sono pressoché contemporanee, si puo ritenere
Ka* KB =K eriutilizzare questo coefficiente per altri vertici collimati.

Il coefficiente di rifrazione K varia da luogo a luogo e per uno stesso luogo varia con il tempo; in
particolare si hanno delle sensibili variazioni diurne dovute al fatto che il sole scalda I'aria in
maniera diversa a seconda delle ore del giorno e quindi varia anche la densita dell'atmosfera.
L'esperienza mostra che il coefficiente di rifrazione € massimo a mattino (K = 0,19), decresce
presentando un minimo nelle ore pomeridiane (K = 0,14), durante le quali s mantiene all'incirca
costante, e torna ad aumentare fino al tramonto del sole (K = 0,16).

Il valore piu basso del coefficiente di rifrazione K si riscontra nelle regioni equatoriali, € sl ha un

progressivo aumento procedendo verso i poli. Alla latitudine dell'ltalia settentrionale pud essere
mediamente assunto pari a0,17.
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6.5.4. Precisonedellalivellazionetrigonometrica

Applicando laformuladi propagazione degli errori ala[12] avremo:
0 1-X .
Ag=D1+==l.ctgZ, +——D
AB D( R cige , 2R
valutiamo quale sara I'errore quadratico medio del dislivello.

Le variabili indipendenti nella formula sopra indicata sono:
» la distanza D:

Y oA 0. A
% =(§3) op equindilosqm. s, =75 E("’—R“ 2490 =%
A, =500m o, = 500 0.3=1.5cm
ipotizzando { D =10km 10.000

o, =03m

» il coefficiente di rifrazione K:

\ AY , - _on D
Cry = % | °x equndi losqm. G4, —a—KO'K —EO'K

D= lkm |5km {10km |20km |30km

ipotizzando o = $0.01 Oae= |0.1cm |[2cm |8cm [32cm |72cm

» langolo zenitale Z,:

Oy, = on’Z o,, (trascurando Qn/ R)
A
D= 05km [1km 5 km 10km [20km
Gza = 07,0006 Gam= 05cm |[lcem 54cm |[129cm [379cm
Oz = 07,0015 Camw= 08cm [l1.6cm (82cm [165cm -
Gz, =0**01 Case= 55¢em [Ilem  [55cm - -

Si puo constatare quindi che per distanze fino a 10 km I’influenza di o per quanto proporzionale a
D?, & bassa e si pud ritenere che entro tale limite, lo s.q.m. del dislivello sia proporzionale alla
distanza e si puo assumere mediamente:

o,, =%12D

dove o, € espresso in ¢m € D in km.

Si pud constatare inoltre che I'apporto del termine s, e inferiore aquello del termine F,, ovvero
chelo s.g.m. delladistanzainfluenza sp molto meno di quanto faccialo s.g.m. dell'angolo zenitale.
L'influenzadel terminein s, diventa predominante dopo i 10 km, e dopo tale limite s puo ritenere
chelo s.g.m. del didlivello crescacon il quadrato della distanza. Per questo motivo e sconsigliabile
effettuare misure di didivello tra punti con distanza eccedente tale valore.
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6.6 LALIVELLAZIONE CELERIMETRICA

Questo metodo di livellazione viene utilizzata nelle operazioni di rilievo di dettaglio e richiede I'uso
di una stazione totale (o di uno strumento integrato) per la misura contemporanea dell'angolo
zenitale e della distanza. In questo caso si considera un piano come superficie di riferimento per le
guote, avendo |'accortezza di correggere I'angolo zenitale dalle influenze sistematiche della
rifrazione atmosferica e della curvatura terrestre cosi come discusso in precedenza.

Indicando con:

s= "dope' ladistanzainclinata misurata col distanziometro (s massima< 1 km oppure < 500 m);
T =1'angolo zenitale corretto del punto B;

h= I'altezza strumentale cioe la distanzatrail centro strumentale eil punto A;

= I'dtezzadellapalinao del treppiede misuratadal punto B a centro del segnale angolare;

dt= ladistanzaridottaa piano orizzontale che passa per A.

Fig. 6.13 - Livellazione celerimetrica

dallafig. 6.13 appare evidente

d = s seng
d
seng
A,=scosp+h-1

Ag=dctgp+h—

F=
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